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1. Bevezet® és áttekintés: végesméret eektusok
szerepe a kvantumtérelméletben
Közismert, hogy a kvantumtérelméletek nagyon széles területen alkalmasak zikai rendszerek
modellezésére. A modern részeskezika elképzelhetetlen lenne nélkülük, de kvantumtérelmé-
leti módszereket használnak a modern szilárdtestzikában (vagy általánosabban a kondenzált
anyagok zikájában) is, illetve a statisztikus zika számos területén, tipikusan fázisátalakulások
modellezésére.
Fontos észrevenni, hogy a valóságban szinte soha nem találkozunk idealizált, végtelen térfogat-
ban létez® rendszerekkel, és még a szokásos végtelen térfogatban megfogalmazott kvantumtérel-
méletben is számos alkalommal használunk véges térfogatbeli megfogalmazást, mint pl. a szórási
hatáskeresztmetszet kiszámításakor. Az ezzel modellezett zikai jelenségek is véges térfogatban
mennek végbe, hiszen a gyorsítókban a részeskenyalábok általában nem végtelen kiterjedés¶
vákuumban, hanem a gyorsító kamrájában találkoznak. Ennek a térfogatnak a skálája persze
sokkal nagyobb, mint a modellezni kívánt elemi folyamatokra jellemz® skála, ezért a számított
és mért hatáskeresztmetszetek függése ett®l a véges mérett®l és a peremfeltételekt®l elhanyagol-
ható, és a kvantumtérelméleti számításokban a megfelel®en értelmezett mennyiségek végtelen
térfogatbeli határesetét számoljuk ki. Hasonlóan, szilárdtestzikai alkalmazásokban tipikusan a
minta mérete jóval nagyobb, mint az atomok közti távolság, így a legtöbb esetben a végtelen
nagy mintára vonatkozó idealizáió megengedhet®.
Azonban rengeteg olyan zikai szituáió van a valóságban is, amikor a végesméret eektusok
jelent®s szerepet játszanak. Például másodrend¶ fázisátalakulási pontban (idealizált végtelen
rendszerben) a korreláiós hossz divergál. Egy véges mintában azonnal jelent®s függést tapasz-
talunk a minta méretét®l, amint azzal a korreláiós hossz összemérhet®vé válik. Az ideális érte-
lemben vett fázisátalakulás mint olyan maga is sak végtelen rendszerekben létezik; a valóságban
mindig véges rendszerekkel van dolgunk
1
.
A másik jellemz® alkalmazási területet az er®s kölsönhatás rástérelméleti megközelítése kí-
nálja. A térid® rás mindenképpen véges rendszer, ilyen módon a végesméret eektusok mindig
jelen vannak. Természetesen gondolhatunk arra, hogy a termodinamikai határátmenet alkal-
mazásával (azaz a térfogatot végtelenbe extrapolálva) ezekt®l megszabaduljunk, ám ezt részben
a numerikus számítások nehézségei miatt reménytelen teljes mértékben keresztülvinni, részben
pedig még ha lehetséges lenne is, az extrapoláióhoz akkor is ismernünk kell a véges mérett®l való
függés jellegét. Sokkal termékenyebbnek t¶nik az a hozzáállás, amely Lüsher úttör® munkája
[Lus86a, Lus86b℄ nyomán a végesméret eektusokat megpróbálja kiaknázni a kvantumtérelmé-
letre jellemz® mennyiségek, pl. az S mátrix meghatározására. Valójában a szórásamplitúdók
meghatározására, valamint pl. rezonaniák mérésére rástérelméletben nins is más eszközünk;
ennek oka, hogy a termodinamikai határesetben minden, a vákuumtól véges távolságban fekv®
állapot zérus impulzusú részeskék összességéhez tart, vagyis a küszöbparamétereken kívül mást
nem is lehet meghatározni (lényegében erre vonatkozik a Maiani-Testa-féle no-go tétel [MT90℄,
aminek egy fontos következménye, hogy ráson rezonaniákat nem lehet termodinamikai határ-
esetben tanulmányozni). Vegyük gyelembe azt is, hogy kvantumtérelméleti végesméret korrek-
iók ma már közvetlenül kimérhet®k laboratóriumban is: meg fogom mutatni, hogy a Casimir
eektus pontosan ilyen természet¶ jelenség.
1
Leszámítva esetleg a kozmológiai méretskálát.
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A jelen munka alapja éppen ez a megközelítés, amelyben a végesméret eektusokra úgy
tekintünk, mint egy lehetséges eszközre annak érdekében, hogy többet megtudjunk a kvantum-
térelméletek minket érdekl® kérdéseir®l. Ehhez el®ször is minél alaposabban meg kell értenünk a
végesméret eektusok természetét, kapsolatát a kvantumtérelméleti formalizmussal, hogy aztán
az így szerzett tudást hasznosíthassuk.
Ennek megfelel®en a dolgozat során el®ször a végesméret eektusok kvantumtérelméleti ta-
nulmányozását tárgyalom. A 2. fejezetben emlékeztetek arra, ami a térfogat két aszimptotikus
tartományában ismert. Nagy térfogatban, tetsz®leges térid® dimenzióban a Lüsher által kifej-
lesztett formalizmus alkalmazható, kis térfogatban pedig (1 + 1 térid® dimenzióban) Cardy-t
követve konform térelméleti leírást használhatunk [CP88℄. Ezután nagyrészt 1 + 1 dimenziós
kvantumtérelméletekre konentrálok, de több helyen látni fogjuk majd az eredmények általáno-
sítását magasabb dimenziós elméletekre is.
A 3. fejezetben bevezetem az 1 + 1 dimenziós kvantumtérelméletek esetén nagyon hatékony
perturbált konform térelméleti leírást, amikor a vizsgálni kívánt rendszert az ultraibolya renor-
málási soport xpontot leíró konform térelmélet releváns operátorral történ® perturbáiójaként
fogalmazzuk meg. Az így kapott fogalmi rendszer lényegében a másodrend¶ fázisátalakulások
statisztikus zikai leírásából származik; valójában egy kvantumtérelméletre mindig tekinthetünk
úgy, hogy az egy diszkrét ráson megfogalmazott statisztikus zikai rendszernek a renormálási
soport xpontja környezetében érvényes leírását adja. Megfordítva, a statisztikus zikai rend-
szert ilyenkor a kvantumtérelmélet regularizáiójaként foghatjuk fel, és a zikai mennyiségek
függetlensége a regularizáió megválasztásától az ún. univerzalitásban jut kifejezésre.
A perturbált konform térelméleti leírás módot ad két igen hatékony közelít® módszer be-
vezetésére, amiket a 4. fejezetben tárgyalok. A xpontban értelmezett kétdimenziós konform
térelméletet ugyanis, annak nagyfokú szimmetriája miatt, igen sok esetben egzakt módon meg
tudjuk oldani; ekkor érdemes a xpontot deformáló releváns operátor satolásában perturbáió-
számítást végezni a szokásos, szabad térelméletb®l induló kifejtés helyett. Ez a konform pertur-
báiószámítás, ami kis térfogatban ad megbízható eredményt. Másrészt azonban amennyiben
variáiós problémaként tekintünk a spektrum meghatározására, akkor a satolási állandóban
(illetve a térfogatban) nemperturbatív közelítést kapunk. Ez a sonkolt konform állapottér
közelítés, amelynek továbbfejlesztéséhez és kiterjesztéséhez számos saját eredményem f¶z®dik.
El®nye, hogy minden olyan elméletben alkalmazható, amikor a perturbáló operátor releváns, és
ilyen módon nem függ az elmélet integrálhatóságától; nemintegrálható 1 + 1 dimenziós kvan-
tumtérelméletek tanulmányozására jelenleg ez a leghatékonyabb eszköz, alkalmazásának sak a
rendelkezésre álló számítási kapaitás szab határt (ennyiben hasonlítható a rástérelmélethez, de
a 3+1 dimenziós rás számításokhoz képest jóval nagyobb pontosságot tesz lehet®vé). Azt is látni
fogjuk, hogy a módszer kit¶n®en használható integrálható rendszerek tanulmányozására is, pl. az
egzakt S mátrix elméletb®l vagy más módszerekkel adódó sejtések ellen®rzésére, illetve konkrét
kérdések eldöntésére. Az integrálható rendszerekben az egzakt eredményeket ugyanis legtöbbször
olyan megközelítésben kapjuk, amikor az elmélet konkrét Lagrange-függvénye, dinamikája sak
nagyon áttételes szerepet játszik. Éppen ezért nagyon fontos az egzakt eredmények (amik emiatt
mindig supán sejtések) és a konkrét kvantumtérelmélet közti kapsolat megteremtése, amiben
a végesméret eektusok tanulmányozása dönt® szerepet játszik, és a sonkolt konform állapottér
közelítés a jelenleg létez® leghatékonyabb numerikus eljárás.
Amennyiben a rendszer integrálható, a végesméret spektrum egzakt módszerekkel is tanulmá-
nyozható (5. fejezet). A Bethe-Yang egyenletek (a kétrészeske állapotokra Lüsher által adott
leírás természetes általánosítása) lehet®vé teszik sokrészeske állapotok végesméret korrekiói-
nak 1/L sorfejtésének minden rendjében egzakt leírását (de elhanyagolják azokat a korrekiókat,
amelyek a térfogattal exponeniális sengenek le). Egy másik, minden szempontból egzakt le-
írást ad a termodinamikai Bethe Ansatz módszere. Harmadik lehet®ség a Destri-de Vega-féle
fénykúprás regularizáión alapuló komplex nemlineáris integrálegyenlet módszere, amit külön
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tárgyalok a 6. fejezetben, mivel ennek kifejlesztéséhez számos hozzájárulást tettem, és ennek
kapsán részletesen ismertetem saját eredményeimet.
A fentiek mind a végesméret eektusok alaposabb megértését élozzák, a 7. fejezetben viszont
rátérek a kifejlesztett eljárások konkrét kvantumtérelméleti problémákra történ® alkalmazására.
Látni fogjuk majd, hogyan alkalmazhatók a vákuumok közötti alagúteektus tanulmányozására,
a ritka instanton gáz közelítéssel való összevetésre; hogyan ellen®rizhet®k az egzakt S mátrix
elmélet jóslatai a sonkolt konform állapottér segítségével, illetve hogyan számíthatók ki lokális
operátorok várható értékei. Javaslok majd egy hatékony módszert fázisátalakulások rendjének
és univerzalitási osztályának meghatározására is, és bemutatom alkalmazását a kétfrekveniás
sine-Gordon modellben. Megadom a véges térfogatbeli spektrum alapján a rezonaniák para-
méterei meghatározásának egy újszer¶ módszerét, ami különösen alkalmas keskeny rezonaniák
tanulmányozására. Itt röviden tárgyalom majd, hogyan általánosíthatók ezek az eredmények
realisztikus (3 + 1 dimenziós) térid®n deniált modellek esetére. Végül pedig az imagináriusan
satolt an Toda térelméletek és a perturbált minimálmodellek konziszteniáját (unitaritás,
illetve spektrum valóssága) elemzem, az ennek során kapott eredményekkel hozzájárulva az ide
kapsolódó, máig eldöntetlen problémák felderítéséhez.
A periodikus határfeltételeken kívül deniálhatunk valódi peremfeltételeket is, amikor a rend-
szer ténylegesen nyílt, határfelületekkel körülvett térrészben van. Az ilyen modelleket peremes
kvantumtérelméleteknek nevezzük, 1+ 1 dimenzióban ez egy félvégtelen egyenesnek vagy térbeli
intervallumnak felel meg. A valóságban a véges térfogatú rendszerek mind ilyenek, periodikus ha-
tárfeltételek sak elméleti konstrukióként valósíthatók meg. Ilyen rendszereket tanulmányozok
a 8. fejezetben, ahol el®ször a Bethe-Yang egyenletek, majd pedig a sonkolt konform állapottér
közelítés peremes kiterjesztését tárgyalom. Ezeket el®ször is a peremes sine-Gordon elmélet
tanulmányozására használom, ahol az egzakt S mátrix elmélet peremes megfelel®je, az egzakt
R mátrix elmélet, illetve a termodinamikai Bethe Ansatz módszer peremes kiterjesztése által
megadott eredményeket ellen®rzöm. Ezután rátérek a klasszikus peremes sine-Gordon elméletre,
aminek tanulmányozása elvezet Lüsher formalizmusának a peremes rendszer vákuumállapotaira
történ® kiterjesztéséhez. Külön tárgyalom az egyrészeske járulékok problémáját, amelynek kap-
sán az irodalomban számottev® érdekl®dés mutatkozott, ennek kapsán igazolok egy Dorey és
munkatársai által felvetett sejtést, mégpedig tetsz®leges (nemsak integrálható) kvantumtérelmé-
letre kiterjesztve. Végezetül pedig ismét visszatérve 3+1 (illetve tetsz®leges) térid® dimenzióba,
megmutatom, hogy a Casimir er® nem más, mint peremes végesméret eektus. Ennek a megköze-
lítésnek újszer¶sége abban rejlik, hogy a Casimir eektust nem a mikroszkopikus, hanem a nagy
skálákon érvényes leírás fel®l közelíti meg, ezzel egyfel®l mentes az ultraibolya divergeniáktól,
másfel®l tetsz®legesen kölsönható kvantumtérelméletekre is természetes módon alkalmazható.
Végezetül a 9. fejezetben rövid összegzést és kitekintést adok: kapsolódó problémákat, az
eredmények lehetséges alkalmazásait, illetve jelenleg folyó kutatásokat vázolok.
Hogy az alapvet® gondolatmenetet ne törjék meg, a szükséges háttérismereteket függelé-
kekbe rendeztem (ezek nem egy esetben saját eredményt, pl. a Φ1,5 perturbált minimálmodellek
egzakt S mátrixát, vagy a sonkolt konform állapottér közelítéshez kifejlesztett eljárásokat is
tartalmaznak). A dolgozat végén, az irodalomjegyzéket követ®en található tárgymutató segíti az
eligazodást a fontosabb fogalmak között.
2. Periodikus határfeltételek: aszimptotikus viselkedés
nagy és kis térfogatban
2.1. Nagy térfogat: vezet® végesméret korrekiók
A nagy térfogatú határesetben a végesméret korrekiókat Lüsher jellemezte a 80-as évek
közepén [Lus86a, Lus86b℄. Eredményei szerint a vezet® végesméret korrekiókat a végtelen térfo-
gatban adott S mátrix (pontosabban annak analitikus elfolytatása) segítségével lehet kifejezni.
A továbbiak megalapozása érdekében röviden felidézzük ezeket az eredményeket.
2.1.1. Tömegkorrekiók
Tegyük fel, hogy az elmélet spektruma az A1, . . . , AN (egyszer¶ség kedvéért skalár) részes-
kéket tartalmazza, amelyek tömege (végtelen térfogatban) m1 ≤ · · · ≤ mN és m1 > 0 (azaz
nins zérus nyugalmi tömeg¶ gerjesztés), a részeskék energiája végtelen térfogatban pedig
ωa (~p) =
√
~p 2 +m2a alakban fejezhet® ki a ~p impulzus segítségével. A stabil egyrészeske állapo-
tok végesméret korrekiója a tömeg térfogatfüggésével jellemezhet®. d + 1 dimenziós euklidészi
térid®ben, amennyiben a térszer¶ dimenziók mindegyike egy L kerület¶ körre kompaktikált
0 ≤ xi ≤ L , i = 1, . . . , d
és periodikus határfeltételeket feltételezünk, a tömegspektrumot a kétpont függvények id®irány-
ban vett hosszútávú aszimptotikájából deniáljuk:
〈Oa(τ)Oa(0)〉L ∼ e−ma(L)τ τ →∞
ahol τ = xd+1 az euklidészi id® koordináta és az Oa lokális operátorok a részeskék interpoláló
mez®i, azaz végtelen térfogatban fennáll a





összefüggés, ahol Za az ún. hullámfüggvény renormálási állandó. (Az L alsó index a továbbiak-
ban mindig a véges térfogatban deniált kvantumtérelméleti mennyiségekre  várható értékekre,
állapotvektorokra  utal).
A fenti jelölésekkel az Aa részeske tömegének térfogatfüggését  feltételezve, hogy ma <
2m1, azaz Aa bomlása kinematikailag tiltott  vezet® rendben a következ® összefüggés adja meg
[KM91℄:
ma(L) = ma +∆m
(µ)

































































2.1. ábra. A (2.2) tömegkorrekió grakus szemléltetése 1 + 1 dimenzióban
A jelölések a következ®k:
θ(x) =

1 , x > 0
1
2 , x = 0
0 , x < 0
P pedig a f®értékintegrált jelöli. Továbbá
µabc = mb sinu
c











c + 2mbmc cos u
a
bc
egyenlet deniálja, Fab a
Aa(~p) +Ab(~q)→ Aa(~p) +Ab(~q)
folyamatot jellemz® ún. el®reszórási amplitúdó (ld. (A.4)) mint a
ν =





kinematikai változó függvénye (θ az ún. rapiditás változó),
λabc = −Mabc Res
s=m2c
Fab (ν(s))
a tömeghéjon vett (on-shell) szimmetrikus háromrészeske satolás, ahol s a szokásos Mandel-
stam változó





végül pedigMabc 1, ha A¯c (Ac antirészeskéje) el®áll b és c kötött állapotaként (ez a zikai feltétele
annak, hogy Fab-nek a megfelel® helyen pólusa legyen), és 0 egyébként.λabc úgy is megkapható,
mint az egyrészeske irreduibilis (1PI) vertexfüggvény tömeghéjon vett értéke
λabc = Γabc (pa, pb, pc)












A hibára (az elhanyagolt magasabb rend¶ korrekiókra) jellemz® σa együttható értéke függ attól,
milyen vertexek léteznek az adott elméletben. d > 1 esetén és általános vertexeket feltételezve
σa =
√
2µa11, a részletes analízis tekintetében ld. [KM91℄.
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Rabc = −i Res
θ=iucab
Sabab (θ)
ha A¯c el®áll Aa és Ab kötött állapotaként, egyébként pedig Rabc = 0. A fenti kifejezés zikai
jelentését a 2.1 ábra szemlélteti, ahol a vonalak az egzakt propagátoroknak, a vertexek az egzakt
vertexfüggvényeknek feleltethet®k meg; jól látható, hogy a vezet® korrekió azon gráfok felösszeg-
zésének felel meg, amelyekben pontosan egy hurok kerüli meg a hengert a (kompakt) térszer¶
irányban.
Lényeges tulajdonsága a tömegkorrekiónak, hogy a térfogat növekedésével exponeniálisan
sökken (ez egyébként a tömeges Feynman propagátor térszer¶ irányban mutatott hasonló visel-
kedésének a következménye). Ha a végesméret korrekiókat 1/L szerinti sorfejtésben tekintjük,
akkor a tömegkorrekió ebben a kifejtésben nem analitikus. Ez a kés®bbi megfontolásokban
nagyon fontos szerepet játszik majd. Az is szembet¶n®, hogy a korrekió kifejezésében a szórási
amplitúdónak minden esetben a zikai tartományon túlra történ® elfolytatása szerepel, kiszámí-
tásához tehát az analitikus S mátrix elméletb®l ismert elfolytatásra van szükség.
2.1.2. Kétrészeske állapotok
A kétrészeske állapotokat Lüsher el®ször az 1/L szerinti sorfejtésben vizsgálta [Lus86b℄. A
részletes formulák közlését®l itt most eltekintek, de a legfontosabb megállapításokat felidézem.
Az 1/L-ben analitikus korrekiók minden esetben kifejezhet®k a rugalmas kétrészeske szórási
amplitúdóval, mégpedig a tömegkorrekiók esetét®l eltér®en ennek a zikai tartományban felvett
értékeivel. Ezenfelül az 1/L sorfejtés minden tagja a pariális hullám amplitúdók ún. küszöbpa-
ramétereivel, azaz a zikai küszöbnél vett Taylor-együtthatóival fejezhet® ki.
A kés®bbiek során sikerült egy olyan módszert találnia, amivel az 1/L-ben analitikus korrek-
iók elvileg egzakt módon kezelhet®ek [Lus91b℄. A gyakorlati alkalmazás során azonban mindig
egy olyan közelítést kell alkalmazni, amelynek során egy adott levágási értéknél magasabb per-
dülethez tartozó pariális hullámok járulékát elhanyagoljuk.
Ez a korlátozás nem áll fenn 1 + 1 dimenzióban, mivel itt a Poinaré soport kissoportja
triviális (ninsenek térbeli forgatások). Ennek megfelel®en ha a részeskék a tömeget tekintve
nem degeneráltak (vagyis ninsenek bels® kvantumszámaik), akkor a rugalmatlan küszöb alatt
a szórás egyetlen fázistolással jellemezhet®
1
(ninsenek pariális hullámok). A továbbiakban
egyszer¶ség kedvéért erre az esetre szorítkozom.
A rugalmatlan folyamatok hiányában a hullámfüggvényre kirótt periodikus határfeltétel a
következ® egyenletekre vezet [Lus86b℄:
eimaL sinh θaSab (θa − θb) = 1
eimbL sinh θbSba (θb − θa) = 1 (2.3)
(a jelöléseket ld. A.2 alatt), amelyekb®l a két részeske rapiditása a térfogat függvényében
meghatározható és az energiájuk kifejezhet® mint
E = ma cosh θa +mb cosh θb
1
Amennyiben integrálható kvantumtérelméletr®l van szó, akkor még az utóbbi feltételt sem kell kikötni,
hiszen ebben az esetben nem léteznek rugalmatlan szórási folyamatok.
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ahol a kétdimenziós kvantumtérelméletekben szokásos módon bevezettem az
Sab (θa − θb) = Sabab (θa − θb)
jelölést. Az 5.1 fejezetben megadom majd ennek egy leszármaztatását (és egyben általánosítását
sokrészeske állapotok esetére) integrálható kvantumtérelméletekben.
A (2.3) egyenletek logaritmusát véve és kihasználva Sab unitaritását a következ® összefüggé-
seket kapjuk:
maL sinh θa + δab (θa − θb) = 2πna
mbL sinh θb − δab (θa − θb) = 2πnb
ahol a fázistolást a
δab (θa − θb) = −i log Sab (θa − θb)
összefüggés deniálja, és na, nb a lehetséges megoldásokat (kétrészeske állapotokat) jellemz®
kvantumszámok. Ennek egyik következménye, hogy




ami a teljes impulzus kvantálásának felel meg véges térfogatban. Másrészt ha L ≫ m−1a , m−1b
akkor kihasználhatjuk a fázistolás viselkedését a küszöbnél
δab(0) = kπ
ahol k = 0 vagy 1 lehet. Ennek megfelel®en a részeskék impulzusai aszimptotikusan 1/L szerint
zérushoz tartanak













és ezért eléggé nagy térfogatban, amennyiben a kétrészeske állapotot a legkisebb tömeg¶ ré-
szeske két példánya alkotja (ma = mb = m1), az állapot energiája a rugalmatlan szórás küszöbe
alatt marad. Ez lehet®vé teszi ennek a formulának az alkalmazását nemintegrálható kvantum-
térelméletekben is (magasabb dimenzióban is, pl. a QCD két-pion állapotaira [Lus86b℄).
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2.2.1. A nagy energiás viselkedés osztályozása 1 + 1 dimenziós
kvantumtérelméletekben
Egy tömeges kvantumtérelmélet nagy energiás (ultraibolya, UV) viselkedését a satolási ál-




egyenlet ad meg, ahol β(g) az elmélet β függvénye (az egyszer¶ség kedvéért itt most sak egy
satolási állandót tételezek fel). Amennyiben g = 0 az elmélet ultraibolya vonzó xpontja, akkor
két lehet®ség adódik:
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1. Aszimptotikusan szabad. Ilyenkor a g satolási állandó β-függvényének alakja











Az ilyen elméletek véges térfogatbeli viselkedése jelenleg (a nagy térfogaton érvényes aszimp-
totikát leszámítva) kevéssé ismert.
2. Ultraibolya szabad. A β-függvény alakja ilyenkor











Mindkét fenti esetben van egy (a renormálási sémától függ®) Λ tömegskála, ami jellemzi az
elméletet (dimenziós transzmutáió).
Abban az esetben, ha a β-függvény kis g-re pozitív, a satolási állandó nagy energián növek-
szik. Ilyenkor is két eset lehetséges:
1. Van egy nemtriviális ultraibolya xpont, ahol β(g∗) = 0 és amelyik ultraibolya stabil. Ekkor
a satolási állandót átdeniálva g′ = g−g∗ szerint az új g′ satolási állandóban a fenti két eset
valamelyike áll el®, viszont az ultraibolya xpont általában valamilyen nagyon nemtriviális
kölsönható konform térelmélet. Az így adódó két lehetséges viselkedés:
a) aszimptotikusan konform, ha β′(g∗) = 0. Ilyenkor az ultraibolya xpont skálázó (konform)
viselkedéséhez logaritmikus skálasért® korrekiók adódnak véges energián, hasonlóan a
QCD-hez.
b) ultraibolya konform, ha β′(g∗) 6= 0. Ekkor a skálasértés az energia növelésével hatvány-
szer¶en t¶nik el.
2. Ha nins ultraibolya xpont, akkor az elmélet sak véges ultraibolya levágás mellett érvényes,
azaz (a Lüsher-Weisz-féle értelemben [LW87, LW88, LW89℄) triviális. Ilyen elmélet nem
tekinthet® érvényesnek tetsz®legesen nagy energiaskáláig, ehelyett alasony energiás eektív
elméletként kezelend®.
A továbbiakban felteszem, hogy az elméletnek létezik ultraibolya xpontja, továbbá, hogy a
satolási állandót úgy választottuk meg, hogy a xpont értéke g∗ = 0. Ezenfelül sak azt az
esetet tárgyalom részletesen, amikor β′(g∗) > 0, vagyis amikor az elmélet az ultraibolyában
konform.
2.2.2. Végesméret eektusok kis térfogatban: konform térelméleti leírás
Az ultraibolya xpontot skálainvariáns, relativisztikus kvantumtérelmélet írja le, abban az
értelemben, hogy a korreláiós függvények rövidtávú (skálázó) aszimptotikus viselkedése egy
ilyen elmélet korreláiós függvényeivel adható meg. A konform térelmélet itt szükséges alapvet®
fogalmairól a B függelékben adok rövid áttekintést.
A végesméret eektusok leírásához tekintsük a konform térelméletet egy hengeren, ahol az x
térkoordináta L periódussal rendelkezik. Egy ilyen hengeren bevezethetjük a
ζ = τ − ix, ζ¯ = τ + ix






2.2. ábra. A henger leképezése a komplex síkra
komplex koordinátákat (ahol τ az euklidészi id®). Ez a henger a következ® leképezéssel a teljes








A leképezés végtelenszer diereniálható, ezért ez egy konform transzformáió.
A hengeren deniált elmélet Hamilton operátora egyszer¶en az id®irányú eltolás
H = Lcyl−1 + L¯
cyl
−1
ahol a cyl fels® index a hengerre utal. Felhasználva a (B.2) összefüggést és a (B.3) móduskifejtést,









ahol a fels® index nélküli operátorok már a komplex síkon deniáltak. A síkon a rendszer
Hilbert-tere ismert, és L0, L¯0 közös sajátvektorai feszítik ki. Az energia sajátértéke egy ∆Ψ,









vagyis a konform elmélet spektruma véges térfogatban jellegzetes 1/L függést mutat, és az egyes
szintek esetén ennek együtthatója közvetlenül megadja az adott energiaszint dilatáió alatti sú-
lyát (∆Ψ + ∆¯Ψ). Az impulzus hasonlóképpen fejezhet® ki














ami egyben azt is jelenti, hogy az állapotok ún. Lorentz vagy konform spinje (∆Ψ − ∆¯Ψ) egy
lokális konform térelméletben sak egész értékeket vehet fel.
Az alapállapot a minimális súlyú primér térnek felel meg. A Lorentz-invariania miatt ennek
konform spinje sak zérus lehet, vagyis
∆0 = ∆¯0 = ∆min
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ceff = c− 24∆min
az ún. eektív entrális töltés. Unitér konform térelméletben minden állapot súlya nemnegatív,
így a minimális súlyú állapot maga a konform vákuum, vagyis ∆min = 0 és az eektív entrális
töltés megegyezik c-vel.
Minden olyan elmélet esetén, amelyiknek létezik ultraibolya xpontja, az energiaspektrum
kis térfogatban érvényes aszimptotikus viselkedését az ultraibolya xpontban érvényes konform
térelmélet írja le a fentiekben részletezett módon. Ennek feltétele L≪ 1/Λ, ahol Λ az el®z®ekben
bevezetett, a satolási állandó futását jellemz® energiaskála.
3. Perturbált konform térelméleti megközelítés
3.1. Relativisztikus kvantumtérelmélet mint egy konform térelmélet
deformáiója
A perturbált konform térelméleti keretben egy relativisztikus kvantumtérelmélet hatása meg-
adható az ultraibolya xpont konform térelmélethez tartozó hatás deformáiójaként
1
:






ahol az Oi operátorokról feltesszük, hogy az ultraibolya határesetben homogénen transzformá-
lódnak a dilatáió és a Lorentz transzformáió alatt, azaz határozott ∆i, ∆¯i konform súlyokkal
jellemezhet®k (az ilyen operátorok teljes és az operátorszorzat kifejtésre nézve zárt rendszert
alkotnak, ld. a B függeléket). A relativisztikus invariania megköveteli, hogy a perturbáló
operátorok Lorentz spinje legyen zérus: ∆i = ∆¯i. Ez a megközelítés különösen gyümölsöz®-
nek bizonyult integrálható térelméletek vizsgálatában [Zam89℄, de a dolgozat során látni fogjuk
majd, hogy nemintegrálható esetben is sikerrel alkalmazható. Az egyszer¶ség kedvéért most
egyparaméteres perturbáiókra szorítkozom
2
, azaz a hatás alakja
A = ACFT − g
∫
d2xO(x)
a Hamilton operátor pedig








3.1. ábra. Irreleváns (O1) és releváns (O2) perturbáiók egy xpont környezetében. A nyilak a
renormálási soportnak megfelel® (magasabb energiaskálától az alasonyabb felé haladó) irányt
jelölik.
Egyszer¶ dimenzióanalízis alapján meggy®z®dhetünk róla, hogy g dimenziója [tömeg]2−2∆.
Az elmélet β függvénye a legalasonyabb rendben
β(g) = −(2− 2∆)g +O(g2)
1
Itt a kétdimenziós esetre korlátozódom, bár elvileg ilyen megközelítés bármilyen térid® dimenzióban lehet-
séges. Azonban a kétdimenziós konform térelméletek nagyfokú szimmetriája jelent®sen megkönnyíti a tárgyalást.
2
A kétfrekveniás sine-Gordon modell és a rezonaniák elemzése kapsán szó lesz majd többparaméteres
perturbáiókról is.
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alakú. A perturbáló operátor ∆ dimenziójától függ®en a következ® esetek lehetségesek (3.1 ábra):
1. ∆ > 1: ekkor a perturbáló operátort irrelevánsnak nevezzük (a másodrend¶ fázisátalakulások
elméletéb®l kölsönzött szóhasználattal). Ilyenkor az ultraibolya határesetben a perturbáió a
xponttól eltaszítja a renormálási soport folyamot, hosszú távolságokon (infravörösben) pe-
dig a perturbáió hatása elt¶nik. Éppen ezért ezt infravörös xpontok környezetének leírására
lehet használni. Egy ilyen alkalmazást látunk majd 7.2.3 alatt a kétfrekveniás sine-Gordon
modell fázisátalakulásának tárgyalásakor.
2. ∆ = 1: ekkor három eset lehetséges, a β-függvény pontos viselkedését®l függ®en.
a) A β-függvény egzaktul elt¶nik. Ekkor a perturbált elmélet konform invariáns marad. Az
ilyen ún. marginális perturbáiók a konform térelméletek ún. modulus terének feltérké-
pezésénél játszanak szerepet.
b) A β-függvénynek a g = 0 ultraibolya stabil xpontja. Ekkor a 2.2.1 alatti osztályzás
szerint aszimptotikusan konform elmélettel van dolgunk.
) A β-függvénynek a g = 0 infravörös stabil xpontja. Ekkor ismét egy irreleváns pertur-
báióról van szó, ami jelen esetben infravörösben lesz aszimptotikusan konform.
3. ∆ < 1: ekkor a perturbáió releváns, a 2.2.1 alatti osztályzás szerint az elmélet ultraibolya
konform. Itt két esetet különböztethetünk meg
3
:
a) Tömegtelen folyamok. Ekkor kis energián a β-függvény egy infravörös xpontba folyik.
Ez lehet perturbatív vagy sem, attól függ®en, mekkora az infravörös xpontnak megfelel®
g∗ kritikus satolás. A xpont környékén az infravörös viselkedést egy konform térelmélet
valamilyen irreleváns operátorokkal történ® perturbáiója írja le.
b) Tömeges folyamok. Az eektív satolás a skálával lefelé haladva minden határon túl n®,
a hosszútávú viselkedés nem perturbatív. Az elmélet ilyenkor tömegréssel rendelkezik, és
az alasony energiás spektrum a tömeges kvantumtérelmélet eszközeivel kezelhet®.
A jelen dolgozatban a 3. pont alatti esetekkel foglalkozom.
3.2. Konform perturbáiószámítás: általános megjegyzések
Természetes ötlet a perturbált konform térelméleti megközelítésben, hogy a térelméleti mennyi-
ségeket a g satolási állandó szerint fejtsük perturbáiós sorba. Pl. egy kétpont korreláiós








〈Φ(x)Φ(0)O(y1) . . .O(yn)〉CFTd2y1 . . . d2yn
Az egyes tagok a konform térelméleti korrelátorok segítségével állíthatók el®. Azonban ebben a
naív megközelítésben kétféle divergeniával találkozhatunk:
1. Ultraibolya divergeniák. Ezek abból erednek, amikor a konform többpont függvényben két
operátor pozíiója egymáshoz közel kerül. Amikor ∆ < 1, valamennyi ilyen divergenia az
operátorok renormálásával eltávolítható. A ∆ = 1 esetben a g renormálása is szükséges.
Ha ∆ < 1/2, akkor az OO operátorszorzatokból nem jönnek ilyen divergeniák, az elmélet
Hamilton operátora nem igényel renormálást. A ∆ < 1 esetben ilyen divergeniák sak egy
véges nmax rendig fordulnak el®, azaz az elmélet a konform perturbáiószámításban szuper-
renormálható; az aszimptotikusan konform esetben pedig az elmélet a szokásos értelemben
véve renormálható.
3
Ezt a két esetet természetesen a 2 (a) alatti aszimptotikusan konform elméleteknél is szét lehet választani.
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2. Infravörös divergeniák. Ezek alapvet® oka, hogy a konform korrelátorok tömegrés hiányá-
ban nagy távolságon nem sökkennek eléggé. A tömeges elmélet korrelátora a Wilson-féle





A perturbatíve számolható mennyiségek az operátorszorzat kifejtésben szerepl® Ci(x) Wil-
son együttható függvények, a lokális operátorok várható értékei ellenben nemperturbatív,
az infravörös tartományra (hosszútávú viselkedésre) jellemz® mennyiségek, amelyeket a per-
turbáiószámítás nem tud el®állítani, és más megközelítésb®l kell venni ezeket inputként.
Integrálható elméletben ezek sok esetben egzaktul ismertek [LZ97, FLZZ97, FLZZ98℄.
A perturbáiószámítás fentebb vázolt infravörös viselkedése teljes mértékben analóg a perturbatív
QCD-vel. A módszer részletes kifejtését ld. A. B. Zamolodhikov már idézett ikkében [Zam91b℄.
A konform perturbáiószámítás megfogalmazható a végesméret korrekiók kis térfogatban tör-
tén® kiszámítására is; ezt a 4.2 alfejezetben tárgyalom.
4. Közelít® módszerek a spektrum leírására véges
térfogatban
A Lüsher által származtatott összefüggések, amelyekr®l a 2.1.1 fejezetben volt szó minden
(tömeges) kvantumtérelméletben érvényesek. Ezek a végesméret eektusokra nagy térfogat ese-
tén adnak kifejezést, mégpedig a végtelen térfogatban deniált spektrum és S mátrix segítségével,
azaz az alasony energiás (infravörös) zika adatait használják inputként.
A következ®kben két olyan közelít® módszert mutatok be, amelyek a perturbált konform
térelmélet, azaz a nagy energiás (ultraibolya) leírás oldaláról közelítenek a problémához. Ezen
módszereket az infravörös megközelítéssel összevetve megpróbálhatunk hidat verni a két leírás
között, amit másképpen úgy fejezhetünk ki, hogy összekötjük az analitikus S mátrix elméletet a
kvantumtérelmélet hamiltoni leírásával.
4.1. Konform perturbáiószámítás
Ebben a fejezetben A. B. Zamolodhikov tárgyalását követem [Zam90℄. A perturbált konform
térelmélet (3.1) Hamilton operátora véges térfogatban a következ® alakba írható:




ahol feltesszük, hogy az O tér primér (unitér elméletben ekkor lehet releváns). Az (euklidészi)
térid® most egy L kerület¶ henger. Egy tetsz®leges állapot energiáját g szerint a következ®









〈Ψ|O(0)O(x2) . . .O(xn)|Ψ〉cyl,connd2x2 . . . d2xn
ahol a cyl index a henger térid®re, a conn pedig a korreláiós függvény összefügg® részére utal.













































ahol az ǫn(Ψ) együtthatók egyszer¶en kifejezhet®k a konform korrelátorokkal és a gL
2−2∆
kifeje-
zés a dimenziótlan kifejtési együttható. Ez konzisztens azzal, hogy releváns perturbáió (∆ < 1)
esetén várakozásunk szerint a kis L határesetben visszakapjuk a konform spektrumot, valamint
azt is jelenti, hogy a fenti sorfejtés a kis L tartományban érvényes.
A perturbáió megsérti a skálainvarianiát: az így bevezetett skálát a g1/(2−2∆) mennyiséggel
jellemezhetjük, ami összhangban van a satolási állandó (2.4) alatt megadott futásával. Ezt
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kifejezhetjük úgy is, hogy a konform perturbáiószámítás (∆ < 1 esetén, ld. lentebb) egy olyan
renormálási sémát deniál, amelyben az egzakt β függvény
β(g) = −β1g , β1 = 2− 2∆
tehát az eektív satolási állandó a releváns skála (jelen esetben 1/L) (2∆−2)-ik hatványa szerint
fut.
A végesméret spektrum konform perturbáiószámítási kifejtésében infravörös divergeniák
nem lépnek fel (a véges L térfogat jelenléte miatt). Ezzel szemben továbbra is fellépnek ult-
raibolya divergeniák, amennyiben 1/2 < ∆. Az 1/2 < ∆ < 1 esetben ezek a kölsönhatási
Hamilton függvény additív renormálásával eltávolíthatók. Az ilyen ultraibolya divergeniákról
megmutatható, hogy az energiaszintek különbségeinek kifejezéséb®l kiesnek, az ellentag nem más,
mint az egységoperátor egy L-függ® együtthatóval.
A ∆ = 1 esetben a satolási állandót is renormálni kell, ennek következtében a fenti analízis
nem helytálló, a naív várakozással ellentétben (miszerint a satolási állandó nem fut) logaritmikus
futást kapunk a 2.2.1 alatt tárgyaltaknak megfelel®en.
Az alapállapot energiáját akkor kapjuk, ha Ψ helyébe a minimális konform súlyú Ψmin álla-












Másrészt általános elvekb®l tudjuk, hogy nagy térfogaton
E0(L) ∼ BL
ahol B a vákuum energias¶r¶sége (a statisztikus zika nyelvén ez a lineáris viselkedés nem más,
mint a szabadenergia extenzivitása). Amennyiben ∆ < 1/2 (ninsenek ultraibolya divergeniák)
akkor ennek az értéke g függvényében jól deniált és dimenziós okokból
B = B′g1/(1−∆) (4.2)
ahol B′ egy jól deniált, az elméletre jellemz® dimenziótlan szám, amit vákuumenergia konstans-
nak nevezhetünk. A gerjesztett állapotok viselkedése nagy térfogatban hasonlóan alakul
EΨ(L) ∼ BL
így a vákuumhoz viszonyított energiájuk
EΨ(L)− E0(L)
nagy L-re konstans értékhez tart (egyrészeske állapotok esetén ez a részeskére jellemz® tömeg,
kétrészeske állapotok esetén pedig az állapotban jelenlev® részeskék tömegének összege), amint
ezt Lüsher analíziséb®l (2.1 alfejezet) tudjuk.
A fejezet elején említett infravörös-ultraibolya összevetésre a konform perturbáiószámítás
önmagában nem alkalmas, mivel az érvényességi tartománya az L térfogat túl kis értékeire kor-
látozódik, ahol a Lüsher által származtatott kifejezések már nem adják meg kell® pontossággal
az energiaszintek térfogatfüggését. Más módszerekkel, pl. a termodinamikai Bethe Ansatzzal
kombinálva azonban fontos egzakt eredményeket lehet nyerni vele integrálható kvantumtérelmé-
letekben, mint err®l majd a TBA kapsán 5.2 alatt röviden szót ejtek.
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4.2. Konform variáiószámítás: a sonkolt konform állapottér közelítés
A fentiekben ismertetett perturbatív megközelítés mellett lehetséges egy nemperturbatív,
variáiós módszer is. Ezt Yurov és Al. B. Zamolodhikov eredeti munkája [YZ90℄ alapján ismer-
tetem. Ebben az esetben a perturbált elmélet állapotait a konform térelméleti állapotvektorokkal





Amennyiben a megengedett ábrázolások (∆i, ∆¯i) legmagasabb súlyai diszkrét halmazt alkotnak,





L0 + L¯0 − c
12
)
spektruma diszkrét és alulról korlátos, hiszen a leszármaztatott szintek súlyai a legmagasabbtól
sak pozitív egészben (az állapot szintje) térhetnek el. Amennyiben az L0 + L¯0 sajátértéke
szerint felülr®l levágjuk a Hilbert-teret, annak egy véges dimenziós alterét kapjuk, amit sonkolt
konform állapottérnek (trunated onformal spae, TCS) nevezünk:
HTCS(ecut) =
{
|Ψ〉 ∈ H :
(
L0 + L¯0 − c
12
)
|Ψ〉 = e|Ψ〉, e ≤ ecut
}
Innen ered a módszer neve is: sonkolt konform állapottér közelítés (trunated onformal spae
approah, TCSA).
Mivel a perturbáió Lorentz-invariáns, ezért a különböz® térszer¶ impulzussal rendelkez®
szektorok nem keverednek egymással, tehát értelmes ezt a Hilbert-teret további alterekre bontani
a konform spin sajátértéke szerint:
HTCS(ecut, s) =
{
|Ψ〉 ∈ H :
(
L0 + L¯0 − c
12
)
|Ψ〉 = e|Ψ〉, e ≤ ecut,
(
L0 − L¯0
) |Ψ〉 = s|Ψ〉}
(4.3)
ahol s ∈ Z. Egyes esetekben további megmaradó mennyiségek alapján még kisebb alterekre lehet
bontani a levágott Hilbert-teret.
A perturbált elmélet véges térfogatú állapotait a HTCS(ecut, s) állapotainak lineáris kombi-
náiójaként el®állítva, az együtthatókra történ® standard kvantummehanikai variáiószámítás
arra vezet, hogy az energiaszintek közelít® meghatározásához a (4.1) Hamilton operátornak a
HTCS(ecut, s) altéren vett mátrixelemeib®l alkotott mátrixot kell diagonalizálni.
Vegyük fel HTCS(ecut, s) egy olyan {|Ψi〉, i = 1, . . . ,dimHTCS(ecut, s)} bázisát, amelyen a
konform Hamilton operátor diagonális
1
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Ez a bázis általában nem ortonormált, és gyakran nem is élszer¶ végrehajtani rajta a Gram-Shmidt
ortogonalizáiót. Jelöljük a bels® szorzat mátrixát a következ®képpen:
Gij = 〈Ψi|Ψj〉 (4.4)






A konform térelmélet Hilbert-terének leszármaztatott állapotok szerinti rendezése mindig ilyen bázist ad.
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mátrix elemeinek meghatározásához élszer¶ elvégezni a komplex síkra történ® (2.5) exponen-
iális leképezést (B.1) felhasználásával. Ezzel az operátor mátrixelemei (t = 0 id®pillanatban
számolva
2







Bij = 〈Ψi|O(1, 1)|Ψj〉
ahol si = ∆i − ∆¯i az i-edik állapot konform spinje, az erre vonatkozó kiválasztási szabályt az x
szerinti integrál elvégzésével kapjuk, az L faktorral együtt. Amennyiben egy határozott konform
spinnel rendelkez® altérben számolunk, a Kroneker δ elhagyható. Ahhoz, hogy ebb®l Hpert-nek
a lineáris operátor értelemben vett mátrixát kapjuk az adott bázisban, be kell szoroznunk a
G metrika inverzével (azaz át kell konvertálnunk az operátor mátrixának els® indexét a duális

















Ezt az operátort a numerikus számítások éljából dimenziótlanítani kell. Amennyiben az el-
méletnek tömeges spektruma van, dimenziós alapon a legkönnyebb részeske tömege (m1) a
következ®képpen hozható kapsolatba a g satolási állandóval:
g = κm2−2∆1 (4.7)
ahol κ egy, az adott modellre jellemz® dimenziótlan szám. Ezzel az összefüggéssel bevezethetjük
az m1-hez rögzített egységrendszert, amelyikben az energiát m1, a távolságot m
−1
1 egységeiben























alakban fejezhet®k ki a zikai Ei(L) energiaszintekkel.
Integrálható kvantumtérelméletekben a κ állandó (például a következ® fejezetekben ismer-
tetett termodinamikai Bethe Ansatz alkalmazásával) egzaktul kiszámítható. Nemintegrálható
elméletekben κ onnan határozható meg, hogy a numerikusan kiszámított TCSA spektrumban
a zérus konform spin¶ (s = 0) szektorban a tömegrést dimenziótlan egységekben egységnyire
hangoljuk, azaz megköveteljük, hogy az els® gerjesztett állapot és az alapállapot különbsége
aszimptotikusan egyhez tartson:
e1(l)− e0(l)→ 1, l→∞
Gyakran azonban (mint a kés®bb ismertetett kétfrekveniás sine-Gordon modellben) más skála
választása bizonyul élszer¶nek.
Amennyiben az elmélet spektruma az infravörös határesetben nem tömeges, akkor m1-nek
az ultraibolya és infravörös közötti átmenet (rossover) régió skáláját lehet választani, amit
2
Egyszer¶en látható, hogy a t 6= 0 id®pillanatban vett Hamilton operátort a konform id®fejleszt® operátorral
történ® hasonlósági transzformáió állítja el® a t = 0 id®pontbeli Hamilton operátorból, így a spektrum független
t megválasztásától.
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valamilyen jellemz® zikai mennyiség segítségével lehet rögzíteni, de a jelen dolgozatban ilyen
eljárást nem fogok alkalmazni.
Mint minden variáiós módszer, a TCSA pontosságát is alapvet®en az határozza meg, hogy
mennyire fednek át az egzakt hullámfüggvények a sonkolt konform állapottér vektoraival. A
térfogat növekedésével ez az átfedés romlik: egyre inkább n® a levágásnál magasabban fekv®
állapotok súlya. Hasonlóan romlik a pontosság, ha egyre magasabban fekv® energiaszinteket
tekintünk. A levágásból ered® ilyen hibákat sonkolási hibának (trunation error) nevezzük. A
sonkolási hiba beslésére jelenleg nem létezik elméleti úton származtatott eljárás, a gyakorlat-




Mivel ez a megközelítés ugyanazt a dinamikai rendszert kezeli (sak éppen variáiós módszer-
rel), mint a konform perturbáiószámítás, a 4.1 alfejezetben tárgyaltakhoz hasonlóan ultraibolya
divergeniák lépnek fel, ha ∆ > 1/2. Azonban a divergeniák a relatív (alapállapothoz képest
számított)
e˜i(l) = ei(l)− e0(l)
energiaszintekb®l kiesnek, ezért ezek a függvények elvileg mérhet®k, ám ekkor a felléú® hibák jóval
nagyobbak. A pontosságon ugyan lehet javítani a levágás növelésével, de az ultraibolya diver-
genia miatt a relatív energiaszintek számításakor két egyre nagyobb szám (a levágás növelésével
elvben korlátos) különbségét kell venni, ami ugyansak ront a módszer pontosságán. Általában is
romlik a módszer konvergeniája ∆ növekedésével, és a sonkolt állapottér dimenziója tipikusan
exponeniálisan n® az ecut növelésével. Ennek az exponensnek az értéke a modell ceff eektív
entrális töltésével arányos, ezért el®ny, ha ceff megfelel®en kisi. Eddig a módszert ceff < 1
(Virasoro minimálmodellek), c = ceff = 1 (szabad bozon perturbáiói) és c = ceff =
3
2 (szuper-
szimmetrikus sine-Gordon esetén) sikerült megvalósítani, bár az utóbbi esetben már leginkább
sak kvalitatív jelleg¶ eredményeket kaptunk [BDP
+
04℄.
Nemperturbatív jellege miatt ez a módszer az energiaspektrumot számos modellben nagy
térfogatértékekre is elég jó közelítéssel megadja. Amennyiben a vizsgált modell integrálható és
az egzakt S mátrix ismert, az egyrészeske és kétrészeske állapotokhoz tartozó vezet® végesmé-
ret korrekiók a 2.1 alfejezetben ismertetett módszerekkel egyszer¶en kiszámíthatók. Az (2.2)
egyrészeske korrekiók TCSA-val történ® egybevetését Klassen és Melzer végezte el [KM91℄,
a (2.3) alapján számított kétrészeske korrekiókat pedig számos más ikk, (a teljesség igénye
nélkül) pl. [LMC91, Mus92a, KTW97℄, illetve több a jelenlegi dolgozatban kés®bb ismertetett
munka tárgyalta, és minden alkalommal a különféle elméleti várakozásokkal összevetve nagyon
jó egyezés adódott.
4.2.1. TCSA perturbált konform minimálmodellekben
A konform minimálmodelleket el®ször Belavin, Polyakov és A. B. Zamolodhikov tárgyalta
részletesen [BPZ84℄. Ezek az elképzelhet® legegyszer¶bb nemtriviális konform térelméletek, mégis
érdekesek, mert számos fontos statisztikus zikai rendszer kritikus viselkedését ilyen modell írja le
(pl. Ising és multikritikus verziói, háromállapotú Potts modell, illetve ennek trikritikus verziója,
vagy az Ising modellben imaginárius mágneses térben fellép® Lee-Yang szingularitás).
Tekintsük az Mp,q konform minimálmodellt, ahol p, q > 2 két relatív prím egész szám. A
modell entrális töltése




Itt jegyezzük meg, hogy a sonkolási hiba megbízható beslése egy, a levágásra alkalmazott renormálási so-
port kifejlesztésével lehetséges, az els® lépéseket ebben az irányban Feverati és munkatársai tették meg friss munká-
jukban [FGP
+
06℄. Ennek segítségével lehetségesnek látszik továbbá a sonkolási hibák sökkentése a renormálási
soport felhasználásával, hasonlóan ahhoz, ahogy ezt a kvantumtérelméletekben a kovariáns perturbáiószámítás,
illetve a rástérelmélet alkalmazásakor teszik.
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és az állapottérben a Virasoro algebra ábrázolásai közül sak véges sok fordulhat el®, mégpedig
a következ® legmagasabb súlyokkal
∆r,s =
(ps− qr)2 − (p − q)2
4pq
, r = 1, . . . , p− 1 , s = 1, . . . , q − 1
Ezek között fennáll a ∆r,s = ∆p−r,q−s reláió, ezért az ezekhez tartozó ábrázolás azonos. A
minimálmodellek sak akkor unitér kvantumtérelméletek (azaz rendelkeznek pozitív denit ska-
lárszorzattal), ha q = p+ 1.
A következ®kben sak az ún. diagonális modellekkel foglalkozom, amelyek Hilbert-tere sak





ahol az összegzés során minden különböz® ∆r,s érték pontosan egyszer fordul el® (az unitér
esetben ezek a modellek a kritikus Ising modell és multikritikus általánosításainak viselkedését
írják le; p = 3 a szokásos Ising modell, p = 4 a trikritikus). Ezen elméletek primér tereit a konform
súlyokkal azonos módon lehet indexelni: a Φr,s primér tér mindkét súlya megegyezik ∆r,s-sel.
A TCSA-val a valamelyik Φr,s térrel perturbált minimálmodell spektrumát lehet meghatározni:
az ilyen modellt ezentúl a következ®képpen fogom jelölni: Mp,q + Φr,s. Vegyük észre, hogy
Mp,q +Φr,s és Mq,p +Φs,r egyszer¶en azonosítható egymással.
Az els® ilyen számítást Yurov és Al. B. Zamolodhikov végezte az ún. skálázó Lee-Yang mo-
dellben [YZ90℄, ahol igen kis dimenziójú altéren számolva
4
sikerült az els® néhány energiaszintet
egy elég széles térfogattartományban (0 ≤ l ≤ 30) néhány ezrelékes pontossággal meghatározni.
Ennek a sikernek az oka egyrészt az volt, hogy ennek az elméletnek a legkisebb az eektív entrális
töltése az összes nemtriviális minimálmodell között (ceff = 2/5), valamint a perturbáló operátor
is er®sen releváns (∆ = −1/5).
A többi minimálmodell esetén jóval nagyobb dimenziós térre van szükség hasonló pontosság
eléréséhez. A Lässig és Mussardo [LM91℄ által javasolt matematikai eljárás jelent®s hátránya,
hogy sak az L−1 operátorral történ® leszármaztatást automatizálja. Az L−1-gyel nem elérhet®
(ún. kváziprimér) állapotvektorokra a mátrixelemeket továbbra is kézzel kiszámolt küls® input-
ként kell megadni, ezért sak az ecut levágás kis értékeire alkalmazható, ami nagyon behatárolja
a pontosságot és a tanulmányozható modellek körét.
Kaush-sal és Watts-szal a [KTW97℄ ikk munkái során kifejlesztettünk egy olyan módszert,
ami teljesen automatizált, ennek megfelel®en tetsz®legesen nagy levágásig skálázható, sak a
rendelkezésre álló gépid® és memória mennyisége szab határt. Az eljárás lényegét a B.2, B.3 és
B.4 alatt ismertetett, teljesen mértékben automatizálható számítási eljárások képezik, amik az
eredetileg Kaush által Maple alá megírt szimbolikus konform térelméleti somag jelent®s mérték¶
továbbfejlesztésén alapulnak. Az algoritmust mind Maple, mind pedig Mathematia segítségével
implementáltuk, és a kés®bbiek során ismertetett numerikus eredmények egy jelent®s részét ezzel
állítottam el®. Mivel azonban ezt az eljárást  bár azóta Watts is, magam is számos alkalommal
használtuk  a mai napig nem publikáltuk, lényegét az alábbiakban ismertetem.
A sonkolt konform állapottér bázisát (HTCS(ecut, s)) úgy állítjuk el®, hogy a B.2 függelékben
ismertetett módon megfelel®en magas (ecut által meghatározott) szintig elkészítjük az egyes V∆
modulok (B.17) szerinti bázisát, majd a diagonális Hilbert-térben szerepl® tenzor szorzataikból
4
Az általuk használt ecut = 10 mellett, a spin-0 szektorban mindössze 17, a spin-1 és 2-es szektorban pedig
12, illetve 9 dimenziós bázis adódik.
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kiválogatjuk azokat a vektorokat, amik eleget tesznek a (4.3) egyenletben megadott feltételeknek.






Bask+s(∆, c) ⊗Bask(∆, c)







és [x] az x egészrészét jelöli.
Ezután a B.3 és B.4 alatt ismertetett eljárásokkal kiszámítjuk a (4.6) Hamilton mátrixhoz
szükséges G (4.4) és B (4.5) mátrixokat. Az O perturbáló operátor tipikusan valamelyik Φr,s
primér tér, mégpedig olyan, amelyik releváns is egyben (∆r,s < 1). A mátrixelemek kiszámí-
tásához szükséges a primér terek közti hárompont satolások ismerete, ez azonban Dotsenko és
Fateev munkája [DF84, DF85℄ révén adott. Így a G és a B mátrix kiszámítása a bázis felírá-
sához hasonlóan egy jól deniált algoritmikus probléma, amit teljes általánosságban meg lehet
valósítani valamilyen szimbolikus algebra program segítségével írott programmal, erre alkalmas
pl. a Maple vagy a Mathematia.
Abban az esetben, ha a vizsgált perturbáió integrálható, a g satolási állandó és az m1
tömegrés közti (4.7) reláióban szerepl® κ paraméter egzaktul ismert, Fateev munkája nyomán
[Fat94℄ (a Φ1,3 perturbáiókra már korábban Al. B. Zamolodhikov is meghatározta [Zam95℄).
Ugyaninnen ismert a (4.2)-ban deniált B′ vákuumenergia konstans is, ami helyett inkább a
B = Bm21 (4.9)
reláióval deniált B mennyiséget fogjuk a kés®bbiekben használni, amit az irodalomban uni-




A függelékben felsorolom a κ és B paramétereket azokban a konkrét perturbált minimálmo-
dellekben, amelyekre a dolgozat során szükség lesz: ezek a skálázó Lee-Yang modell (C.1.2) és a
kritikus Ising modell mágneses térben (C.1.3).
4.2.2. TCSA a c = 1 szabad bozon releváns perturbáiójára
Ennek kifejlesztése teljes mértékben saját eredményem, a módszer és kiterjesztései számos
publikáió létrejöttében játszottak alapvet® szerepet [FRT98b, FRT99, FRT98a, BPTW00, BPTW01,
BPT01, BPT02a, BDP
+
04, TW06, PT06℄. A lényeges felismerés, hogy a kompakt bozon álla-
potterében (ld. B.5.1) véges térfogatban a Hamilton operátor spektruma diszkrét, ezért ha
bevezetjük a TCSA levágást, ismét egy véges Hilbert-tér adódik. Ennek bázisát nagyon egyszer¶
el®állítani, mivel a (B.25,B.26) értelmében a módusok kelt® operátorai azt teljesen szabadon ge-
nerálják. Lentebb látni fogjuk, hogy a szóbajöv® perturbáló operátorok savarodási száma zérus,
ezért a Hilbert-teret a konform spin mellett a savarodási szám szerint is érdemes szektorokra
osztani:
HTCS (ecut, s, q) =
{























li , m = q
}
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ahol az (n,m) párok valamelyik lokális algebrának megfelel® spektrumon (SB vagy SF ) futnak
végig, r pedig a bozontér B.5.1 alatt bevezetett kompaktikáiós sugarát jelöli.




ρΦ+ µ : cosβΦ : (4.10)
amire a módszert eredetileg kifejlesztettem. Figyelembe véve a Φ sine-Gordon tér és a (B.20)





a perturbáló operátort a következ® módon azonosítva










kifejezés adódik. Mint látszik, ugyanaz a sine-Gordon modell több különböz® konform Hilbert-térrel
realizálható véges térfogatban, amiket (túl az SB/SF választáson) egy pozitív egész szám, a k
hajtogatási szám (folding number) indexel. Ez úgy értelmezhet®, hogy bár a osinus poteniál
periódusa 2π/β, a sine-Gordon teret sak
Φ ≡ Φ+ k2π
β
által meghatározott periódusúnak tekintjük. Így véges térfogatban ugyanazon β paraméter mel-
lett a sine-Gordon elméletnek végtelen sok változata jön létre [FRT98a℄, amiket k-szorosan haj-
togatott sine-Gordon modellnek nevezünk [BPTW00℄. A konform skalár m savarodási számát
a sine-Gordon modell topologikus töltésével lehet azonosítani.
A perturbáló operátor konform térelméletbeli súlya azonban k-tól függetlenül mindig
∆ = ∆¯ =
β2
8π
vagyis a perturbáió akkor releváns, ha β2 < 8π. A fels® határt az ún. Kosterlitz-Thouless pont
adja; a β2 = 8π értéknél a sine-Gordon modell egy aszimptotikusan szabad modellel, az SU(2)
Gross-Neveu-modellel ekvivalens.
Megjegyzem, hogy a bozonikus (SB) és a fermionikus (SF ) lokális algebra közti választás
pontosan ekvivalens a sine-Gordon és tömeges Thirring modell közötti dualitással [KM93℄. A











hatás deniálja, ahol Ψ egy Dira fermion mez®. Coleman [Col75℄ klasszikus eredménye, hogy







reláió; ez az ekvivalenia kiterjeszthet® az összes páros topologikus töltés¶ szektorra, hiszen ezek
a két lokális algebrában teljesen azonosak. Már Klassen és Melzer is észrevette azonban [KM93℄,
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hogy a sine-Gordon szoliton és a Thirring fermion nem feleltethet® meg triviálisan egymásnak,
mivel az egyikhez egy bozonikus dublett (a V0,±1 vertex operátorok által keltett állapotok), míg a
másikhoz egy Dira-fermion (V± 1
2
,±1) tartozik, de a határfeltételek periodikusról antiperiodikusra
serélésével a kett® egymásra képezhet® [FRT98a℄.
A TCSA konkrét kiszámításához tudnunk kell, hogyan számoljuk ki a vertex operátorok
mátrixelemeit a bázisvektorok között; ennek módszerét B.6.1 alatt ismertetem. Ez adja a (4.6)
TCSA Hamilton mátrix B összetev®jét; a G metrikára nins szükség, mivel az általunk használt
Fok bázis eleve ortogonális és könnyen ortonormálttá tehet®. A dimenziótlanítás az Al. B.


















2−2∆ , ∆ = β2
8π
alapján végezhet® el, aholM a sine-Gordon szoliton (egzakt kvantumos) tömege, így a térfogatot











A c = 1 elméletben megfelel® pontosság eléréséhez többezer, esetenként 10-15 ezer dimenziós
sonkolt konform állapotteret kell gyelembe venni. Ennek megfelel®en a programok futtatására
a szimbolikus algebra szoftverek már nem elég gyorsak, és memóriakezelésük sem eléggé haté-
kony. A sine-Gordon TCSA-t ezért C nyelven írott programmal automatizáltam; a kés®bbiek
során megalkotott peremes és egyéb kiterjesztések fejlesztése is ezen a C programon alapult. Ezt
megkönnyíti, hogy a bázis B.5.1 alapján nagyon egyszer¶en konstruálható (ninsenek kifaktori-
zálandó szinguláris vektorok), és a kölsönható Hamilton mátrix elemeire zárt kifejezés adható
(ld. B.6.1. alatt), szemben a minimálmodellek esetén szükséges, B.3 és B.4 alatt ismertetett
meglehet®sen bonyolult rekurzív szimbolikus algebrai számítási módszerekkel.
5. Egzakt módszerek integrálható
kvantumtérelméletekben
Szemben az eddigiek során ismertetett közelít® módszerekkel, 1 + 1 dimenziós integrálható
kvantumtérelméletekben a véges térfogatbeli spektrum egzakt módon is tanulmányozható. A
következ®kben a három legfontosabb ilyen módszert ismertetem.
A Bethe-Yang egyenletek valójában sak félegzakt leírást adnak, abban az értelemben,
hogy a sokrészeske állapotok energiáját sak az 1/L-ben analitikus tagok erejéig adják meg,
azaz minden a térfogattal exponeniálisan leseng® járulékot elhanyagolnak.
A termodinamikai Bethe Ansatz egyenletek ellenben a vákuum (és megfelel®en analitikus
kiterjesztéssel a gerjesztett állapotok) energiáját az S mátrix ismeretében egzakt módon leírják.
Hasonló igaz a Destri-de Vega egyenletre is, aminek a részletes tárgyalás miatt külön fejezetet
szentelek.
5.1. Bethe-Yang egyenletek
A 2.1 fejezetben sak az egy-, illetve kétrészeske állapotok végesméret korrekióiról volt szó.
A 2.1.2 alfejezetben láthattuk, hogy a kétrészeske állapotok leírása különösen egyszer¶ 1 + 1
dimenziós térelméletekben, ha az állapot energiája a rugalmatlan szórás küszöbe alatt van, és
a szórás diagonális, azaz a részeskék között nins tömegdegeneráió (nem tartoznak nemtri-
viális multiplettekbe), ebben az esetben ugyanis a rugalmatlan küszöb alatt a szórás egyetlen
(energiafügg®) fázistolással jellemezhet®.
Többrészeske állapotok esetén minden esetben a rugalmatlan szórás küszöbe feletti energi-
ákról van szó, vagyis esély sem látszik hasonlóan egyszer¶ módszer származtatására. Integrál-
ható térelméletekben azonban egyáltalán nins rugalmatlan szórás, tehát ez nem jelent akadályt.
Az alábbiakban bemutatom azt a módszert, amelynek segítségével integrálható térelméletekben
bármilyen sokrészeske állapot 1/L-ben analitikus korrekiói egzaktul kiszámíthatóak, továbbá
amellyel tetsz®leges részeske multiplett struktúra is kezelhet®. Ez a tehnika lényegében azonos
az ún. Bethe Ansatzzal, ám míg a Bethe Ansatz az energiaszintekre egzakt eredményt ad,
az alábbiakban tárgyalt egyenletek nem tartalmazzák az L térfogattal exponeniálisan leseng®
korrekiókat. Az irodalomban a módszer egy jó összefoglalását a [TW99, TW02℄ ikkek tartal-
mazzák, az ezekben található tárgyalást vesszük alapul a továbbiakban.
5.1.1. Sokrészeske állapotok végesméret korrekiói nemdiagonális szórás esetén
Tegyük fel, hogy egy kétrészeske állapotot egy mA és egy mB tömeg¶ részeske alkot, ame-
lyek lehetnek valamilyen bels® szimmetriának megfelel® multiplettek tagjai, tehát rapiditásuk
mellett egy bels® kvantumszámmal is rendelkeznek. Jelölje a két részeskét Aa (θA) és Bb (θB),
ahol θA és θB a rapiditások, a és b a bels® kvantumszámok. Legyen ψ(x1, x2) a kétrészeske
hullámfüggvény, ami eleget kell tegyen a periodikus határfeltételnek:
ψ(x1 + L, x2) = ψ(x1, x2) = ψ(x1, x2 + L)




ψab (θA, θB) |Aa (θA)Bb (θB)〉
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(az integrálhatóság miatt sak olyan síkhullámok fordulhatnak el®, ahol a részeskék rapiditása
az el®re adott értéket veszi fel). A maximális távolság a két pont között L, ezért ennek a köze-
lítésnek a pontossága e−µL nagyságrend¶, ahol µ a kölsönhatás hatótávolságát jellemz® skála.
Ha most az x1 koordinátát körbevisszük a körön, akkor a hullámfüggvény egyrészt megszorzódik
a síkhullám fázisával, másrészt pedig a kétrészeske szórást jellemz® S-mátrixszal, hiszen ekkor
pontosan az történik, hogy a hullámfüggvény bejöv® aszimptotikus tartományából a kimen®be
jutunk, valamint a részeskék relatív statisztikáját jellemz® ηAB statisztikai faktorral (amely egy
komplex fázis lehet, standard bozon/fermion részeskékre ±1):
ψab → ηABeimAL sinh θASAB(θA − θB)a′b′ab ψa′b′
Ezzel a következ® egyenleteket kapjuk:
ψab = ηABe




imBL sinh θBSBA(θB − θA)b′a′ba ψa′b′
(a második egyenletet akkor kapjuk, ha a fenti meggondolást a másik részeskére végezzük el).
Ez a két egyenlet konzisztens, ha a SAB(θ) és SBA(−θ) mátrixok felserélnek egymással. Az
egzakt S mátrixok elméletéb®l [ZZ79℄ ismert, hogy ennél sokkal szigorúbb feltételnek is eleget
tesznek (ld. (C.1)):
SAB(θ)SBA(−θ) = 1 (5.1)
azaz egymás inverzei. Ezért az állapotok a két mátrix közös sajátvektoraival fejezhet®k ki,
amiket jelöljünk ψ
(i)
ab (θA, θB)-vel, SAB(θA − θB) ezen vektorhoz tartozó sajátértéke pedig legyen
s
(i)
AB (θA − θB). Az i-edik sajátvektorral rendelkez® állapot azonban sak akkor oldja meg a fenti




AB(θA − θB) = 1
ei(mAL sinh θA+mBL sinh θB) = 1
egyenleteknek, amik a diagonális szórásra érvényes (2.3) egyenletek általánosításai, és triviális
multiplett struktúra esetén azokra redukálódnak. Ha ezen egyenleteknek megtaláltuk egy meg-
oldását, akkor az állapot energiáját
mA cosh θA +mB cosh θB
adja meg.
Ennek a módszernek az általánosítása tetsz®leges számú részeskére teljesen nyilvánvaló. Le-
gyenek k darab részeskénk, az A,B, . . . ,N multiplettek tagjai, a, b, . . . , n bels® indexekkel.
Minden egyes részeskére külön elvégezhetjük a monodrómia operáiót, amint azt az alábbi
diagramokon az A és a B esetére illusztráltam, a C.1.1 fejezet grakus jelöléseit alkalmazva:
αα ’ α ’’ α ’’’
a b c d n






a b c d n








Ennek eredményeként a hullámfüggvény monodrómiáját az egyes koordinátákban a következ®
ún. transzfer mátrixok jellemzik:
TA (θA, θB, . . . , θN )
a′b′...n′
ab...n = SAB (θA − θB)αb
′
ab SAC (θA − θC)α
′′c′
αc . . . SAN (θA − θN )a
′n′
α(k−2)n
TB (θA, θB, . . . , θN )
a′b′...n′
ab...n = SBC (θB − θC)βc
′
bc SBD (θB − θD)β
′′d′
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A konzisztenia feltétele az, hogy ezek a mátrixok egymással felseréljenek; ezt az egzakt S mátrix
elméletben ismert Yang-Baxter egyenlet (C.5), valamint (5.1) biztosítja. Következésképpen ezek
a mátrixok egyszerre diagonalizálhatók: szimultán sajátértékeiket jelölje t
(i)
A (θA, θB , . . . , θN ),
t
(i)
B (θA, θB, . . . , θN ),. . . , t
(i)
N (θA, θB , . . . , θN ), ahol i a közös sajátvektorokat indexeli. Az i-edik




A (θA, θB , . . . , θN ) e
imAL sinh θA = ηABηAC . . . ηAN (5.3)
t
(i)
B (θA, θB , . . . , θN ) e




és ezen egyenletek megoldásának ismeretében az állapot energiája
mA cosh θA +mB cosh θB + · · ·+mN cosh θN
A (5.3) logaritmusát véve az
mjL sinh(θj)− i log t(i)j (θ1, . . . , θk) = 2πIj , j = 1, . . . , k (5.4)
egyenleteket kapjuk, ahol Ij ∈ Z + δj az ún. Bethe kvantumszámok, amelyek δj törtrészeit az
η faktorok fázisa rögzíti. Ilyen módon egy sokrészeske állapotot a sajátvektor i indexével és
az I1 , . . . , Ik kvantumszámokkal jelölhetünk meg, általában egyértelm¶ módon, feltéve, hogy a
logaritmus ágát konzisztensen választjuk meg.
5.1.2. Sokrészeske állapotok végesméret korrekiói kink elméletekben
Amennyiben a gerjesztések nem a hagyományos sokrészeske állapotokba, hanem ún. kink
állapotokba szervezhet®k (ld. C.1.5), akkor a fenti transzfer mátrix megfogalmazást ennek meg-
felel®en általánosítani kell. Az egyszer¶ség kedvéért most sak egyetlen, m tömeg¶ kink multip-
lettet teszünk fel, mivel a kés®bbiekben úgyis sak ilyen alkalmazás fordul majd el®. Periodikus
határfeltételek mellett egy N -kink állapot
|Ka1a2(θ1)Ka2a3(θ2) . . . Kanan+1(θn)〉
eleget kell tegyen az a1 = an+1 feltételnek. Elvégezve az el®z®ekben ismertetett monodrómia
m¶veletet a k-adik kinkre, a következ® amplitúdót kapjuk a többi kinken való szórásra [KM92℄:












ahol an+1 ≡ a1 és bn+1 ≡ b1, és az ismétl®d® indexekre itt nem értünk összegzést. Ezzel a
hullámfüggvény periodiitásának feltétele a következ®képpen írható:
eimL sinh θkTk (θ1, . . . , θn)
b1b2...bn
a1a2...an
ψa1a2...an = (−1)Fψb1b2...bn , k = 1, . . . , n
ahol (−1)F a kinkek relatív statisztikájától függ® fermion-szám faktor, és az ismétl®d® indexekre
ezúttal összegzés áll fenn. Az el®z®ekben tárgyaltakhoz hasonlóan a Tk transzfer mátrixok is
kommutálnak
1
, így szimultán diagonalizálhatók; legyenek a közös sajátvektoraik ψ(i) a1a2...an ,
az ezekhez tartozó sajátértékeik λ
(i)




k (θ1, . . . , θn) = (−1)F , k = 1, . . . , n







Ez a (C.16) és (C.20) alatti tulajdonságok következménye.
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5.2. Termodinamikai Bethe Ansatz
A termodinamikai Bethe Ansatz módszerét el®ször A. B. Zamolodhikov alkalmazta 1 + 1
dimenziós integrálható kvantumtérelméletek leírására [Zam90℄. A módszernek mára kiterjedt
irodalma van, de a jelen dolgozatnak nem élja a részletes tárgyalás, ezért sak olyan mélységben
ismertetem, amennyire a kés®bbiek megértéséhez szükséges.
A következ®kben ezért a diagonális szórás esetére szorítkozom. Tételezzük fel, hogy az elmélet
spektruma az A1,. . . ,An részeskéket tartalmazza, nemdegeneráltm1,. . . ,mn tömegekkel. Legyen
az Ai (θ1) és Aj (θ2) részeskék egymáson szóródásakor fellép® S mátrix amplitúdó Sij (θ1 − θ2)













alakban állíthatjuk el®, ahol az ǫi(θ) ún. pszeudoenergia függvények a












termodinamikai Bethe Ansatz (TBA) egyenletek megoldásai ahol a φij magfüggvények az Sij
amplitúdók logaritmikus deriváltjai:
φij(θ) = −i d
dθ
logSij(θ)
A fenti egyenletek leszármaztatását ld. Zamolodhikov idézett ikkében.
A TBA egyenleteket Bazhanov, Lukyanov és Zamolodhikov [BLZ97℄, valamint t®lük füg-
getlenül Dorey és Tateo terjesztette ki tetsz®leges gerjesztett állapot leírására [DT96, DT98℄.
Az irodalomban a TBA módszert számos nemdiagonális szóráselméletre is sikerült kiterjeszteni,
azonban a hivatkozások nagy száma miatt ezek felsorolásától most eltekintek.
Fontos hangsúlyozni, hogy a módszer az egzakt energiaszinteket állítja el®, az el®z®ekben
ismertetett Bethe-Yang egyenletekkel szemben az 1/L-ben nem analitikus végesméret korrek-
iókat is teljes mértékben gyelembe veszi. Ezt számos más megközelítéssel, többek között a
Lüsher-féle (2.1 alatt ismertetett) formulákkal, a TCSA módszerrel és a következ®ekben ismerte-
tend® Destri-de Vega egyenletekkel való összevetésben is igazolták. A TBA segítségével módszer
adható a (4.7)-ban szerepl® κ tömegrés konstans és a (4.9) alatti B univerzális vákuumenergia
konstans egzakt kiszámítására integrálható kvantumtérelméletekben [Zam90℄.
6. Destri-de Vega egyenletek
Az ebben a fejezetben tárgyaltak tulajdonképpen az el®z®ek szerves folytatását jelentik: a
véges térfogatbeli spektrum egzakt leírásának egy másik módszerér®l lesz szó, amit eredetileg
Destri és de Vega javasolt [DdV92, DdV95℄. A módszer az ún. XXZ modell fénykúp-rás válto-
zatából indul ki [DdV87℄, ami a sine-Gordon/tömeges Thirring kvantumtérelmélet integrálható
regularizáiója térid® ráson
1
. Hasonló megközelítést alkalmazott Klümper, Bathelor és Peare
a kondenzált anyagok zikájának keretében [KP91, KBP91℄. Az eredeti változatában sak az
alapállapotot leíró egyenletet írták fel, de nem sokkal kés®bb Fioravanti és munkatársai származ-
tatták a megfelel® egyenleteket bizonyos egyszer¶ (sak azonos töltés¶ szolitonokat tartalmazó
ún. multiszoliton) gerjesztett állapotokra [FMQR97℄. Ezt követ®en Destri és de Vega vizsgálta
az általános gerjesztett állapotokat leírását [DdV97℄, bár munkájukat számos pontatlanság jel-
lemezte, aminek következtében a kvantumtérelmélettel való viszonya, legf®képpen az ultraibolya
xpont és a lokalitás kérdései tisztázatlanok maradtak.
Pontosan ezen problémák motiválták a sonkolt konform állapottér módszer (TCSA) 4.2.2
alatt vázolt továbbfejlesztését, amelynek segítségével el®ször sikerült a multiszoliton állapo-
tok kvantálása és a lokalitás közti viszonyt tisztázni Feveratival és Ravaninival együttm¶ködve
[FRT98b℄. Erre az eredményre építve megadtuk a Destri-de Vega (továbbiakban DdV) egyenlet
korrekt alakját és származtatását a rás regularizáióból származó tetsz®leges gerjesztett álla-
potra, az eredményt a TCSA-val összevetve is alátámasztottuk, és részletes leírását adtuk az
infravörös és ultraibolya aszimptotikus viselkedésnek [FRT00℄.
A rás regularizáió sak olyan állapotokat ír le, amelyeknek topológiai töltése páros. Azonban
észrevettük, hogy a páratlan állapotokra az egyenlet egyszer¶ módon kiterjeszthet® [FRT98a℄ és
ezzel sikerült megadnunk a pontos összefüggést a lokális algebra (B.27) szerinti bozonikus/fermionikus
alakja és a kiterjesztett DdV egyenlet által leírt szektorok között. A lélegz® állapotokat pedig
[FRT00℄-ban vizsgáltuk meg, ahol egyben megadtuk a minimálmodellek Φ1,3 perturbáiójának
leírását is, amelyek a sine-Gordon modell restrikiójaként állnak el® [Smi89, RS90℄.
Megjegyzem, hogy a Destri-de Vega egyenlet volt az els® olyan megközelítés, amely képes
volt a sine-Gordon modell teljes véges térfogatbeli spektrumának egzakt leírására, a gerjesztett
állapotokat is beleértve. Balog János és Heged¶s Árpád [BH04b℄ munkájának eredményeként
ma már ismert a megfelel® termodinamikai Bethe Ansatz leírás is, amelynek helyességét éppen
az ebben a fejezetben ismertetett eredményekkel való összevetésben igazolták. Ugyansak Balog
János és munkatársai nevéhez köt®dik a páratlan topológiai töltés¶ állapotokra vonatkozó kiter-
jesztett egyenlet által a véges térfogatbeli tömegrésre adott egzakt jóslat összevetése perturbatív
és rástérelméleti számításokkal [BKKW03, BKKW04℄.
A sine-Gordon modellt és a hozzá tartozó minimálmodelleket leíró eredeti DdV egyenlet
az a
(1)
1 Ka-Moody algebrához rendelhet®. Ennek az egyenletnek egy ADE kiterjesztését vá-
kuumállapotra Mariottini adta meg [Mar96℄, P. Zinn-Justin [ZJ98℄ pedig felírta a gerjesztett
állapotokhoz tartozó egyenleteket. Az a
(2)
2 esetre (az ún. Zhiber-Mikhailov-Shabat modellre) és
a minimálmodellek ennek restrikiójaként el®álló Φ1,2/Φ2,1/Φ1,5 perturbáióira Dorey és Tateo
adták meg a vákuum állapotot leíró egyenletet [DT00℄. A Destri-de Vega egyenleteket kiter-
jesztették σ-modellekre [Heg05℄, a szuperszimmetrikus sine-Gordon modellre [Dun03, HRS07℄,
illetve az ún. SS modellre [Heg04℄; az itt tárgyalt munkánkból kiindulva számos eredmény
1
Ezt az idézett ikkben egy olyan fermion operátor mez® konstrukiójával igazolták, ami kielégíti a tömeges
Thirring fermion mez®re vonatkozó (kvantumos) mozgásegyenleteket.









α α31 4α2α α
6.1. ábra. Fénykúp rás 1 + 1 dimenzióban
született peremes kvantumtérelméletekre [AN04, ABR04, ABN
+
05, ANS06℄, illetve Feverati és
munkatársai sikerrel alkalmazták a húrelméleti AdS/CFT korrespondenia keretében operátorok
anomális dimenzióinak kiszámítására [FFGR06℄.
A Destri-de Vega egyenlet lényeges szerepet játszik a közönséges diereniálegyenletek és
a Bethe Ansatz közötti, Dorey és Tateo által felfedezett összefüggésben is (ODE/IM, azaz
Ordinary Dierential Equations/Integrable Models korrespondenia) [DT99℄, ennek részletes
tárgyalásától, vagy akár sak a kiterjedt irodalom idézését®l itt most eltekintek, a legfrissebb
összefoglaló munka [DDT04℄.
6.1. A DdV egyenlet származtatása
6.1.1. Fénykúp rás regularizáió
Ebben az alfejezetben a tömeges Thirring modell Destri és de Vega által bevezetett fénykúp
rás regularizáióját ismertetem (a részletek tekintetében ld. [DdV87℄). Tekintsük az 1 + 1
dimenziós Minkowski térid® egy diszkretizáióját a fénykúp irányok mentén, a (diagonális) rá-
sállandóval. A térid® geometriája legyen egy henger, L = Na kerülettel, ahol N a ráspontok
száma a térszer¶ irányban (6.1 ábra). Ezen a ráson egy inhomogén 6-vertex modellt deniálunk
a következ®képpen. A jobb/bal élek mentén Θ, illetve −Θ rapiditású supasz részeskék propa-
gáljanak, amelyek egy részeske-antirészeske dublettet alkotnak, ±1 töltéssel. A ráspontokban
ezek a részeskék egymáson szóródnak, és eközben a töltés megmarad. A szórási amplitúdókat
az ún. 6-vertex R-mátrix elemei adják:
R++++ (θ) = R
−−
−− (θ) =
sinh γπ (iπ − θ)
sinh γπ (iπ + θ)




sinh γπ (iπ + θ)




sinh γπ (iπ + θ)
Egy S megmaradó töltést deniálhatunk úgy, hogy egy adott id®pillanatban összeadjuk a lin-
kekhez rendelt ±1 töltéseket, és az összeget osztjuk kett®vel.







t(N)(θ, {Θi}i=1,...,N )α1,...,αNβ1,...,βN =
∑
a1,...,aN
Ra2β1a1α1(θ −Θ1) . . . Ra1βNaNαN (θ −ΘN ) (6.1)
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A (6.1) transzfer mátrixok egymással a θ minden értékére felserélnek (rögzített Θi mellett), és
egy ún. inhomogén XXZ spinlánot deniálnak, amelynek spektruma az algebrai Bethe Ansatz


















])N = − M∏
k=1
sinh γπ [θj − θk + iπ]
sinh γπ [θj − θk − iπ]
(6.2)
ahol θi , i = 1, . . . ,M ≤ N az ún. Bethe gyökök. A fenti egyenleteket ezekre mint ismeretlenekre
kell megoldani, minden egyes megoldásához a spektrum egy állapota tartozik, amelynek energiája
és impulzusa a következ®képpen adódik:









Θ± θj − iπ2
] +O(1) (6.3)
Az XXZ leírásban az S töltés nem más, mint az állapot spinjének harmadik komponens, ami egy
M gyökkel leírt Bethe állapotban éppen
S = N −M
6.1.2. A számláló függvény és a Bethe gyökök osztályozása
Az ún. számláló függvényt
ZN (θ) = N [φ1/2(θ +Θ) + φ1/2(θ −Θ)]−
M∑
j=1
φ1(θ − θk) (6.4)
φν(θ) = i log
sinh γπ (iπν + θ)
sinh γπ (iπν − θ)
deniálja, ahol (ahogy a továbbiakban mindig) a logaritmus függvény ágát az
−π < ℑm log z ≤ π
konvenióval rögzítjük, aminek megfelel®en a vágást a negatív valós tengely mentén vesszük fel.
Ennek segítségével a Bethe egyenletek átírhatók a
ZN (θj) = 2πIj , Ij ∈ Z+ 1 + δ
2
, (6.5)





A (6.2) Bethe Ansatzról a következ® tények ismertek:
1. A gyökök száma sak M ≤ N lehet. Az alapállapotban M = N és valamennyi gyök valós.
2. Gerjesztett állapotokban lehetnek olyan hj pontok a valós egyenesen, amelyekre
eiZN (hj) = (−1)δ+1
de nem tartoznak a gyökök közé. Ezeket lyukaknak nevezzük, és számukat NH -val jelöljük.
Megmutatható, hogy ezek száma mindig sak páros lehet.
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3. A gerjesztett állapotokban el®fordulhatnak komplex gyökök, amelyek két osztályba sorolha-
tók:
a) közeli gyökök cj , j = 1, ...,MC , amelyekre







b) távoli gyökök wj, j = 1, ...,MW , amelyekre πmin
(
1, πγ − 1
)
< |ℑmwj| ≤ π22γ





mivel ezek a periodiitás miatt önkonjugáltak.
ZN (θ) a valós tengelyen valós, korlátos és folytonos, így bármilyen Ij-re, ami ZN (θ) minimuma és
maximuma közé esik (6.5) rendelkezik legalább egy megoldással, ami lehet valós gyök vagy lyuk.
A valós x megoldásokat normálisnak nevezzük, ha Z ′
N
(x) > 0 és speiálisnak, ha Z ′
N
(x) < 0.
Ha y speiális, akkor a hozzátartozó I kvantumszám degenerált, azaz létezik legalább még egy
másik x valós megoldás ugyanazzal a kvantumszámmal:
ZN (y) = 2πI = ZN (x) , y 6= x
Ez annak a következménye, hogy ZN (θ) (ha N elég nagy) mindig globálisan növekv® (azaz
sak véges sok, külön-külön véges hosszúságú intervallumon sökkenhet). Ebb®l az is világos,
hogy egy adott I kvantumszámhoz mindig páratlan sok megoldás tartozik.
6.1.3. A DdV egyenlet a ráson és a kontinuum határeset
A számlálófüggvényt átírhatjuk a következ® alakba:
ZN (θ) = N [φ1/2(θ +Θ) + φ1/2(θ −Θ)]−
MR+NH∑
j=1
φ1(θ − xj) +
NH∑
j=1








ahol xj az összes olyan hely a valós egyenesen, amire a (6.5) kvantálási feltétel teljesül (valós





1 + (−1)δe±iZN (θ)
függvények azzal a tulajdonsággal rendelkeznek, hogy pontosan azokban a pontokban van pólusa




1 + (−1)δe±iZN (θ)
)
deriváltja, de óvatosan kell eljárni a logaritmus függvény ágainak megválasztásánál. Destri és
de Vega a gerjesztett állapotokra vonatkozó levezetésében [DdV97℄ pontosan itt követ el hibát,
emiatt a δ = 1 esetre náluk nem a korrekt integrálegyenlet adódott.
Maga a levezetés ötlete egyszer¶: használjuk fel a Cauhy-féle reziduum tételt a következ®
alakban






6.2. ábra. A Γ kontúr. A keresztek a gyököket, az üres körök a lyukakat szemléltetik.
MR+NH∑
k=1





φ′1(θ − ρ)R+δ (ρ)
ahol a Γ görbét a 6.2 ábra mutatja. Γ-tól megköveteljük, hogy a −η− ≤ ℑmθ ≤ η+ sávban
legyen, ahol
0 < η+, η− ≤ π
2
min{1, λ−1, |ℑm ck| , k = 1, ...,MC}
vagyis a sáv belsejében ne legyenek komplex gyökök. Minden további nélkül választható η+ =
η− = η, és Γ a sáv határát alkotó két egyenesbe deformálható (a végtelenben φ′γ elt¶nik).
Az alsó kontúron
R+δ (θ)−R−δ (θ) = −iZ ′N (θ)















φ′1(θ − ρ+ iη)Z ′N (ρ− iη)
A második tagban η = 0-t helyettesíthetünk, és bevezetjük a K konvolúiós operátort a követ-
kez®képpen





φ′1(θ − ρ)Z ′N (ρ)
kapjuk, hogy
(1 +K) ∗ Z ′N (θ) = N [φ′1/2(θ +Θ) + φ′1/2(θ −Θ)] +
NH∑
j=1
φ′1(θ − hk) +
MC∑
j=1















φ′1(θ − ρ+ iη)R−δ (ρ− iη)
























40 6. Destri-de Vega egyenletek




















GII(θ − wi)− i
∫ ∞
−∞




dρG(θ − ρ+ iη)R−δ (ρ− iη)
ahol és GII a G függvény ún. második determináiója
2
. Tetsz®leges f(θ) függvény második
determináióját a következ®képpen deniáljuk:
fII(θ) =
{
f(θ) + f (θ − iπsign (ℑmθ)) , 0 < γ < π/2
f(θ)− f
(
θ − iπγ (π − γ)sign (ℑmθ)
)
, π/2 < γ < π
(6.10)
Most átírjuk az R±δ függvényeket
log
[
1 + (−1)δe±iZN (x±iη)
]
deriváltjaként, de óvatosan kell eljárnunk, mert a speiális gyökök/lyukak melletti integrálás
során a logaritmus függvény argumentuma áthalad a vágáson. Amennyiben Z ′N (x) > 0, akkor
elegend®en kis η értéket választva∣∣∣e±iZN (x±iη)∣∣∣ ∼ ∣∣∣e±iZN (x)e−Z′N (x)η∣∣∣ < 1
és a logaritmus argumentuma nem kerül a negatív valós féltengelyen lév® vágásra; ellenkez®
esetben a vágáson bekövetkez® ugrást is gyelembe kell venni. Ezzel a következ® eredményre
jutunk [FRT00℄:
Z ′N (θ) = N
[
1


































1 + (−1)δe−iZN (ρ−iη)
]
ahol yk a speiális lyukak/gyökök helyeit jelöli a valós tengelyen (a lyukak esetén ezt úgy ért-
jük, hogy ugyanezek a pozíiók szerepelnek a hi felsorolásban is), és a hozzájuk tartozó tag a
logaritmus ugrásának járuléka. Ezt az egyenletet integrálva adódik:
















2χ(θ − yk)− i
∫ ∞
−∞
dρG(θ − ρ− iη) log
[





dρG(θ − ρ+ iη) log
[




A távoli gyökök esetén a konvolúióban analitikusan folytatni kell a kontúr eltolásával a φ′1 valós tengelyhez
legközelebbi pólusán át, ennek járuléka eredményezi GII megjelenését.


















π − γ (6.14)
A C integráiós állandót úgy határozhatjuk meg, ha ZN (θ) (6.4)-b®l adódó aszimptotikus vi-
selkedését összevetjük azzal, amit (6.12)-b®l kapunk. Ebb®l kiderül, hogy C 2π egész számú
többszöröse, amit nyugodtan elhagyhatunk, mert ez mindössze azt jelenti, hogy át kell deniál-
nunk az Ij Bethe kvantumszámokat (mégpedig éppen
C
2π levonásával).
A kontinuum határeset úgy adódik, hogy a→ 0 és N →∞, miközben az L = Na térfogatot
rögzítve tartjuk. A renormált tömegskála
M = 4a−1e−Θ
amit a kontinuum határesetben ugyansak rögzítünk. Ennek eredményeképpen a kontinuum








Itt fontos észrevenni, hogy az eredeti (6.2) Bethe Ansatz egyenleteken ez a határátmenet nem
végezhet® el, mivel azok sak N véges értékére deniáltak. Azonban a számlálófüggvénnyel
felírt (6.12) integrálegyenlet már jól deniált marad. Azok az állapotok, amelyek ebben a ha-
tárátmenetben értelmesek maradnak, úgy kaphatók meg, hogy egyben a valós gyökök számával
is végtelenhez tartunk, és a vákuumállapottól való eltérést megadó lyukak és komplex gyökök
számát tekintjük rögzítettnek. A Θ → ∞ azt jelenti, hogy a supasz részeskék rapiditása is
végtelenhez tart, ami egyenérték¶ azzal, hogy nyugalmi tömegük zérussá válik.
Ekkor
Z(θ) = l sinh θ + g(θ|θj)− i
∫ ∞
−∞


























A forrástagban szerepl® hj , cj , yj és wj pozíiókat a (6.5) kvantálási feltételek rögzítik, ahol a
távoli gyökök esetén Z helyére a lentebb megadott ZII második determináiót kell helyettesíteni.
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Az energia és impulzus (6.3) kifejezését hasonló reziduum trükkel integrál alakba írhatjuk, és
a kontinuum határátmenet elvégzése után a következ® adódik:


















































ahol az energiából levontam a (kontinuum határesetben divergens) L-ben lineáris ún. bulk
tagot.









els®dleges analitiitási tartományban állítja el®, ezt a Z els® determináiójának nevezzük. Az
ezen kívüli tartományra G szingularitásai miatt analitikus folytatással lehet meghatározni, az
eredmény a Z függvény második determináiója, ami
ZII(θ) = l(sinh θ)II + gII(θ|θj)− i
∫ ∞
−∞













Ahhoz, hogy egy állapot energiáját mint L függvényét meghatározzuk, inputként ismerni kell
a lyukak, közeli és távoli gyökök számát, és el® kell írni a hozzájuk tartozó Bethe kvantumszámo-
kat. A speiális gyökök/lyukak megadása nem szükséges, mivel elég nagy l-re Z viselkedését az
l cosh θ tag dominálja ((6.15) integráltagja exponeniálisan kisi), ezért ekkor Z mindig monoton
növekszik, és speiális gyökök/lyukak nem fordulnak el®. Ezután (legalábbis elvileg) mindössze
annyit kell tenni, hogy l-et fokozatosan sökkentve gyelni kell, hogy Z ′(θ) mikor vált el®jelet
valamelyik valós gyök/lyuk pozíiójánál és ennek megfelel®en kell bevezetni a speiális forrásta-
gokat. Magukat az egyenleteket általában rendkívül gyorsan meg lehet oldani numerikusan egy




Végezetül megemlítjük, hogy a ZN függvény aszimptotikus értékeit megvizsgálva összefüggést
lehet találni a lyukak, komplex gyökök és speiális források száma, valamint az állapot spinje
között, ami a kontinuum határesetben a következ® alakot ölti [DdV97℄:




1 x ≥ 0
0 x < 0
Ezt számláló egyenletnek nevezzük.
3
Mindmáig megoldatlan probléma egy konvergens iteráiós eljárás kifejlesztése arra az esetre, ha speiális
források is jelen vannak.
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6.2. Nagy térfogat (infravörös) határeset
A nagy térfogatú határesetben azt várjuk, hogy a véges térfogatú spektrumot leíró egyenle-
tek átmennek az (5.4) Bethe-Yang egyenletekbe. Ez így is van, mivel l → ∞ esetén a (6.15)





6.2.1. Csak lyukakat tartalmazó állapotok
Ekkor nagy l-re
Z(θ) = l sinh θ +
NH∑
j=1
χ(θ − hj) , Z(hj) = 2πIj (6.21)









χ(θ) = −i log S++++(θ) (6.22)
ahol S++++(θ) a sine-Gordon elmélet (C.11) alatt felírt szoliton-szoliton szórási amplitúdója, és az
itt deniált λ paraméter éppen egybeesik a sine-Gordon modellnél hasonlóképpen jelölt mennyi-
séggel. Ennek megfelel®en feltehetjük, hogy a kontinuum térelmélet a sine-Gordon modell,
és ebben az esetben (6.21) a sak szolitonokat (vagy antiszolitonokat) tartalmazó állapotok
Bethe-Yang leírását adja, a lyukak hj pozíiói éppen a részeskék rapiditásának, azM tömegskála
pedig a szoliton tömegének feleltethet® meg. Ezenfelül pedig a teljes spin kétszerese a topológiai
töltéssel azonosítható:
Q = 2S
6.2.2. Semleges kétrészeske állapotok
A semleges ss¯ állapotok a hullámfüggvény paritása alapján egy (ss¯)+ szimmetrikus és egy
(ss¯)− antiszimmetrikus komponensre bonthatók. A Bethe-Yang transzfer mátrix azonos az S
mátrix következ® 2× 2-es blokkjával:(
S+−+− (θ1 − θ2) S+−−+ (θ1 − θ2)





















Az S+ amplitúdó pólusai a θ = iπ(1−2k/λ) , k = 1, 2, · · · < λ/2 a B2k páros index¶ lélegz®knek,
míg az S− θ = iπ(1 − (2k + 1)/λ) , k = 1, 2, · · · < (λ − 1)/2 pólusai a B2k+1 páratlan index¶
lélegz®knek felelnek meg.
A következ®kben egyszer¶ség kedvéért feltesszük, hogy λ < 1, azaz (6.14) alapján 0 < γ <
π/2 (taszító tartomány). A (6.20) számláló egyenlet alapján a DdV egyenletnek ilyenkor két
olyan semleges (S = 0) megoldása van, amelyben nagy térfogaton két lyukat találunk.
44 6. Destri-de Vega egyenletek
1. Két lyuk (h1,2) és egy komplex pár (ρ± iσ). A (6.12) infravörös határesete a következ® alakú:
Z(θ) = l sinh θ + χ(θ − h1) + χ(θ − h2)− χ(θ − ρ− iσ)− χ(θ − ρ+ iσ)
Z(h1,2) = 2πI1,2 , Z(ρ± iσ) = 2πI±c
A (fels®) komplex gyök kvantálási feltétele expliiten
l sinh(ρ+ iσ) + χ(ρ+ iσ − h1) + χ(ρ+ iσ − h2)− χ(2iσ) = 2πI+c (6.24)
Ha l → ∞, az els® tagnak nagy imaginárius része lesz, amit a másik három tagnak kell kiejtenie,
mivel I+c valós. Ez sak úgy lehetséges, ha σ → π2 mivel ekkor χ(2iσ) szingularitásához közelít
(σ < π kell hogy legyen egy közeli párra, és λ < 1 esetén χ-nek nins más alkalmas szingularitása).
Emlékezve arra, hogy
eiχ(θ) = S++++(θ)
és kihasználva azt a tényt, hogy S++++(θ)-nak θ = iπ-ben els®rend¶ zérushelye, nagy l-re vezet®
rendben a következ®nek kell teljesülni:






(ahol C egy számunkra érdektelen konstans). Innen∣∣∣σ − π
2
∣∣∣ ∼ exp (−l cosh (ρ)) (6.25)
vagyis a komplex gyök imaginárius része exponeniálisan gyorsan iπ2 -be tart.





0 < ǫ = O(e−l)
















Felhasználva a következ® azonosságot
4

















ahol ξ egy monoton korlátos függvény:
|ξ(θ)| ≤ |ξ(∞)| = π(1− λ)
2
, |ℑmθ| < π
2
kapjuk, hogy
∣∣I±c ∣∣ < ∣∣∣∣1− λ2
∣∣∣∣ < 12
vagyis I±c = 0. Ekkor tehát a fenti állapot a (6.12) egyenlet δ = 1 esetében írja le az aszimptotikát




vagyis a komplex pár a két lyuk között félúton helyezkedik el.
4
A logaritmus ágát ξ (0) = 0 és ξ folytonosság egyértelm¶en rögzíti.






0 < ǫ = O(e−l)
akkor a
χ(θ) + χ(θ − iπ) = −i log sinhλ (iπ − θ)
sinhλθ
azonosságot felhasználva
l sinh(ρ+ iσ) + χ(ρ+ iσ − h1) + χ(ρ+ iσ − h2) + i log sinλ (π − σ)
sinλσ
+ χ(2iσ − iπ) = 2πI+C








, σ = i
π
2
aszimptotikus értékeket a lyukak kvantálási feltételebe helyettesítve adódik, hogy
Z(h1) = l sinh (h1)− i log S+(θ1 − θ2) = 2πI1
Z(h2) = l sinh (h2)− i log S+(θ1 − θ2) = 2πI2
ahol S+(θ) a (6.23) alatt szerepl® els® sajátérték. Ezzel beláttuk, hogy a két lyuk és egy komplex
pár alkotta állapot (a taszító tartományban) azonosítható a szimmetrikus szoliton-antiszoliton
állapottal.
A fenti következtetések a vonzó tartományban is érvényesek, mindaddig, amíg λ < 2. λ =
2-nél azonban a konguráió a (6.18) els®dleges analitiitási tartomány határába ütközik. Pon-
tosan ekkor jelenik ebben a szórási satornában a B2 kötött állapot. Az (ss¯)+ állapot leírásához
ilyenkor a komplex gyökök egy bonyolultabb konguráiója válik szükségessé.
Az (ss¯)− állapot a fentiekhez hasonló megfontolások alapján egy két lyukat és egy önkonjugált
gyököt tartalmazó konguráióval azonosítható, ha λ < 1. λ = 1-nél ebben a satornában
megjelenik a B1 kötött állapot, és az (ss¯)− állapothoz egy másik konguráió tartozik.
A taszító tartományban a távoli gyökök leírása a fentiekt®l némileg különbözik. Mivel λ <
1-re
sinhII θ = sinh θ + sinh(θ − iπ) = 0
ezért a távoli gyökök esetén nins olyan exponeniális aszimptotika, amilyet fentebb láttunk.
Azonban ebben a tartományban az összes komplex gyökre igaz, hogy sak lyukak jelenlétében
létezhetnek, és konguráiójukat a lyukaké egyértelm¶en determinálja, azaz nem rendelhet® hoz-
zájuk részeske rapiditás (mint a lyukak pozíiójához). Az energia és impulzus kifejezése mindig










azaz energiát és impulzust sak a lyukak hordoznak, az általuk elfoglalt pozíiók adják meg
az adott állapotban található szolitonok/antiszolitonok rapiditásait. A komplex gyökök szerepe
arra korlátozódik, hogy a sok-szoliton állapotok különböz® bels® kvantumszámokhoz tartozó
(polarizáiós) állapotait megkülönböztessék egymástól.
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6.2.3. Infravörös határeset a vonzó tartományban
A vonzó tartományban (λ > 1 azaz 0 < γ < π/2)





nem t¶nik el a második determináió sávjában, így minden gyök, akár közeli, akár távoli, a Bethe
kvantumszámok valóssága miatt exponeniálisan gyorsan közelít egy aszimptotikus helyzethez,
ha l→∞. Az ugyanazon valós résszel rendelkez® gyökök esetén a kvantálási reláió imaginárius
részét megvizsgálva, a lehetséges konguráiók λ adott értékénél véges sok osztályba sorolhatók
(ezek megegyeznek a Destri és de Vega által közvetlenül az XXZ Bethe Ansatzból származtatott
osztályozással [DdV97℄):
1. I típusú konguráiók: ezek mindig tartalmaznak egy vagy két közeli párt, és a szoliton
állapotok polarizáiós szabadsági fokait írják le.
a) Páratlan degenerált konguráiók : tartalmaznak egy önkonjugált gyököt a
θ0 = θ + i
π(λ+ 1)
2λ
pozíióban és komplex párokat a
θk = θ ± iπ(λ− 2k − 1)
2λ





pozíiókban (θ tetsz®leges valós szám lehet). Ezek felelnek meg a taszító tartományban
az egy önkonjugált gyököt tartalmazó konguráiónak.
b) Páros degenerált konguráiók: ezek sak komplex párokat tartalmaznak a
θk = θ ± iπ(λ− 2k)
2λ





pozíiókban, ezek felelnek meg a taszító tartományban az egy közeli párt tartalmazó
konguráiónak.
) Nemdegenerált konguráiók: ezek mindig két közeli párt tartalmaznak, leírásukat ld.
[DdV97℄. Ezek a taszító tartomány távoli párjainak vonzó tartománybeli megfelel®i, le-
írásuktól most eltekintek, mivel ezeket nem fogjuk használni.
2. II típusú konguráiók: ezek nem köt®dnek lyuk gerjesztésekhez, teljesen szabadon hozzáad-
hatók tetsz®leges számban tetsz®leges állapothoz. Kizárólag távoli gyököket tartalmaznak
5
,
és a lélegz®k leírását adják.
a) Páratlan II típusú konguráiók: Mindig tartalmaznak egy önkonjugált gyököt
θ0 = θ + iπ(λ+ 1)/2λ
és távoli párokat
θk = θ ± iπ(λ− (2k + 1))
2λ
, k = 0, . . . , s
ahol






lehet. Ezek a páratlan (B2s+1) lélegz®ket írják le, a θ valós rész éppen a lélegz® rapiditása.
5
A (6.20) számláló egyenlet alapján látható, hogy a vonzó tartományban a távoli gyökök nem járulnak hozzá
a topológiai töltéshez.
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b) Páros II típusú konguráiók: sak távoli párokat tartalmaznak
θk = θ ± iπ(λ− 2k)
2λ
, k = 0, . . . , s
ahol s ugyanabban a tartományban fut. Ezek a B2s+2 lélegz®t írják le.
Látható, hogy λ sökkentésével a II típusú konguráiók szépen sorban I típusúvá alakulnak át
(az el®z® I típusú konguráió pedig megsz¶nik). Ennek magyarázata egyszer¶: amikor λ éppen
átlép egy egész értéket, a megfelel® lélegz® elt¶nik a spektrumból, azaz szétesik szolitonra és
antiszolitonra.
Az infravörös határesetben a (6.16,6.17) egyenletekben elhanyagolhatjuk az integráltagot, és
kiszámolhatjuk egy II típusú konguráió járulékát az energia-impulzushoz, amire
E = 2M sin
πk
2λ




adódik, ahol k a konguráióban résztvev® komplex gyökök teljes száma és θ a közös valós
részük, ami pontosan megfelel egy θ rapiditású Bk lélegz® járulékának. Az I típusú kongurá-
iók járuléka az infravörösben zérusnak adódik, ami konzisztens azzal, hogy ezeket a szolitonok
polarizáiójaként interpretáltuk.
6.2.3.1. Lélegz®-szoliton szórás
A Bethe kvantálási feltételek egy θ1 rapiditású szolitont (azaz lyukat) és egy θ2 rapiditású
Bn lélegz®t (vagyis egy n távoli gyökb®l álló II típusú konguráiót) tartalmazó állapotra a
következ®k: egyrészt a lyukra
Z(θ1) =M sinh θ1 −
n∑
k=1
χII(θ1 − θ2 − iρk) = 2πI1
ahol ρk a Bs konguráió gyökeinek (infravörösben rögzített) imaginárius részeit jelöli (felhasz-
náltuk, hogy χ(0) = 0). Másrészt
χII(θ) =
{
gd(θ + iπ/2) + gd(θ − iπ/2 + iπ(1 + 1/λ)) , ℑmθ < −π/λ
gd(θ − iπ/2) + gd(θ + iπ/2− iπ(1 + 1/λ)) , ℑmθ > π/λ
ahol
gd(θ) = i log
sinh(iπ/4 + θ/2)
sinh(iπ/4 − θ/2)
és a logaritmus ágát úgy választjuk meg, hogy gd(θ) folytonos és a valós tengelyen páratlan
legyen. Elemi algebrai átalakítások után
Z(θ1) =M sinh θ1 − i log Sn(θ1 − θ2) = 2πI1
ahol Sn(θ1 − θ2) a (C.15) lélegz®-szoliton szórási amplitúdó.
A lélegz®t alkotó gyökök kvantálási feltételeib®l is kiindulhatunk
6
:
ZII (θ2 + iρk) =M sinhII (θ2 + iρk) + χII(θ2 − θ1 + iρk) + . . . = 2πI(k)2 , k = 1, . . . , n (6.26)
a . . . olyan tagokat jelöl, amik a következ® lépésben 2π egész számú többszörösei erejéig kiesnek.




sinh(θ2)− i log Sn(θ2 − θ1) = 2πI2
6
Mivel itt távoli gyökökr®l van szó, a kvantálási feltételt a Z függvény (6.19) alatti második determináiójával
kell felírni.
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2 plusz az el®bb említett járulék, ami az expliiten ki nem írt tagokból
adódik.
Hasonló módon lehet reprodukálni a lélegz®-lélegz® S-mátrixokat is, egy Bm és egy Bn kon-
guráiót véve kiindulásul, amelyeknél a gyökök imaginárius részei ρk illetve ρ
′
l. Ekkor a kvantálási






















χII(θ)− χII(θ − iπ/λ) , ℑmθ < −π/λ






(χII)II (θ1 − θ2 + iρk − iρ′l) = −i log Sm,n(θ1 − θ2)
ahol Sm,n a (C.14) lélegz®-lélegz® S mátrix.
A szoliton-antiszoliton állapotokat két lyuk és egy I típusú degenerált konguráió írja le.
Minden ilyen konguráió egy közeli párt tartalmaz, amivel az állapot Q = 2S topológiai töltése
(6.20) alapján zérus. A komplex gyökök konguráiójára két választás tehet® aszerint: páratlan
vagy páros, és a fent vázoltakhoz hasonló elemi számítással belátható, hogy a kvantálási feltételek
pontosan reprodukálják a (6.23) alatti S± sajátértékeket.
A fenti eredményeket Feveratival és Ravaninivel publikáltuk [FRT00℄.
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Ebben a fejezetben a Feveratival és Ravaninivel írott [FRT99℄ ikk alapján a DdV egyenlet
ultraibolya viselkedésének analízisét mutatom be. A módszer Destri és de Vega [DdV97℄ munká-
ján alapul, de több ponton különbözik az eredetit®l. Egyfel®l a jelen esetben az integrálegyenlet
korrekt alakjából indulunk ki, másfel®l pedig nem szorítjuk meg a δ kvantálási paramétert egy
δ = S mod 2
feltétellel, amint azt Destri és de Vega teszi
7
, hanem értékét (ami 0 vagy 1 lehet) szabadon
hagyjuk. Ezért itt felelevenítem a levezetés f® pontjait.
Kis térfogatban az energiaszinteket az ultraibolya konform térelmélet adja meg, az energia és













Ezek szerint azokat a járulékokat kell összegy¶jteni, amelyek L→ 0-ra 1/L-ként viselkednek. Pl.
egy lyuk által adott M coshh energiajárulék akkor ad ilyen tagot, ha




Ennek oka, hogy ®k a ráspontok számának felét megadó N paraméterre sak páros értéket engednek meg,
így δ = M mod 2 és S = N −M pontosan erre a megszorításra vezet.













6.3. ábra. A Z függvény viselkedése kis l-re
Hasonló feltételek érvényesek a komplex gyökökre is.
Ennek megfelel®en az (6.15) integrálegyenlet g(θ|θi) forrását meghatározó lyukak/gyökök
három osztályba sorolhatók az l→ 0 viselkedésük alapján:
1. θi ∼ log 2l : jobbra mozgók
2. θi ∼ − log 2l : balra mozgók
3. θi ∼ 0: entrálisak









A jobbra mozgó/balra mozgó/entrális lyukak számát jelölje N±,0H és hasonlóképpen bevezetjük





Mivel l → 0-ra a három régió egymástól végtelen távolra kerül, az integrálegyenletet ennek
megfelel®en három részre bonthatjuk (itt élszer¶ az η → +0 határátmenet elvégzése után az
integrálegyenletet a valós tengelyen felírni). Ha feltüntetjük Z(θ) eddig sak impliit térfogat-














entrális függvényt. A három függvény által leírt aszimptotikus tartományokat plató régiók kötik










[N±,0H − 2N±,0S −M±,0C − 2M±,0W θ(π − 2γ)]
a három tartomány pariális spinje (6.20) analógiájára, amivel
S = S+ + S− + S0.
Vezessük be továbbá a
χ∞ = χ(+∞) = ππ/2− γ
π − γ
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jelölést. Ezekkel a deníiókkal (6.15) a következ® egyenleteket adja:
Z±(θ) = ±e±θ + g±(θ|θ±i ) +
∞∫
−∞
dxG(θ − x)Q±(x) (6.31)





g±(θ|θ±i ) = ±2χ∞(S − S±) + 2πl±W +
N±H∑
j=1
χ(θ − h±j )− 2
N±S∑
j=1




χ(θ − c±j )−
M±w∑
j=1
χII(θ − w±j )
g0(θ|θ0i ) = 2χ∞(S− − S+) + 2πl±W +
N0H∑
j=1
χ(θ − h0j )− 2
N0S∑
j=1














1 + (−1)δe−iZσ(x−i0) , −π < Qσ(x) ≤ π
ahol σ = ±, 0, l±W pedig a távoli gyökök konguráiójától függ® (fél)egész számok. A források










(6.31) a következ® aszimptotikus viselkedést adja:
Z+(+∞) = +∞ = −Z−(−∞) (6.33)
Q±(±∞) = 0 (6.34)
Másrészt, bevezetve az ω± = Q±(∓∞) jelölést, a (6.31) egyenletekb®l következnek az ún. plató
egyenletek




Ω± = ω± + πδ + 2πk ahol k ∈ Z (6.36)
(6.32)-ból
g±(θ = ∓∞) = ±2
(
S − 2S±)χ∞ + 2πk±W
ahol k±W egész számok, amelyek a széles gyökök konguráiójától függnek. Ebb®l
ω± = ±2(π − 2γ)
(
S − 2S±)− 2(π − γ)(δ + 2k±) (6.37)
a k± egész számokat a −π < ω± ≤ π feltétel rögzíti, mégpedig a taszító tartományban egyértelm¶
módon, mivel 4(π − γ) ≥ 2π, ami viszont azzal jár, hogy el®fordulhat, hogy a plató egyenletnek
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nins is megoldása. Ezt a speiális gyökök/lyukak megjelenése orvosolja, erre itt most nem
térünk ki, részletesen analizált példák találhatók [FRT99℄-ban. A vonzó tartományban ellenben k
megválasztása nem feltétlenül egyértelm¶: ez azzal kapsolatos, hogy a távoli gyökök a lyukaktól
független gerjesztéseket (lélegz®ket) írnak le [DdV97℄.
Az energia-impulzus vektor fénykúp komponensei a következ® alakba írhatók






















Ha most a fenti analízist erre a kifejezésre alkalmazzuk, akkor a forrástagok 1/L járulékai kizá-







Az integrál járulékok számításához azt kell látnunk, hogy Q a következ® alakba írható:











−Q0(−x) + q(x, l) , (6.40)






















































kifejezés adódik, ami zárt alakban kiértékelhet® a következ® lemma segítségével:
Lemma (Destri és de Vesga, [DdV97℄). Legyen az f függvény a következ® integrálegyenlet
megoldása:





F (x) = 2ℑm log(1 + f(x+ i0))
ϕ és G valós függvények, G páros és integrálható a teljes számegyenesre. Tegyük fel továbbá
hogy amennyiben f(x + iǫ) valós, akkor nagyobb mint −1 (ǫ egy innitezimális pozitív valós
szám). Ekkor∫ ∞
−∞
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ahol F± = F (±∞) és Γ tetsz®leges kontúr a komplex u síkon ami mentén u > −1 és az f− =
f(−∞) pontból az f+ = f(+∞) pontba fut.
A bizonyítást ld. Destri és de Vega idézett m¶vében.
A lemmát egyszer a ϕ+(θ) = e
θ + g+(θ), egyszer pedig a ϕ−(θ) = −e−θ + g−(θ) függvényre
alkalmazva, ahol f+(θ) = e
iZ+(θ)
illetve f−(θ) = eiZ−(θ), G pedig mindkét esetben a (6.8) DdV



































a jobbra/balra mozgó források Bethe kvantumszámainak típusonkénti összege, q±W pedig egy
egész/félegész szám, ami távoli gyökök részletes konguráiójától függ, amit egyszer¶bb eseten-
ként kiszámítani, amikor szükséges (zárt alakban is megadható, de teljesen áttekinthetetlen). A
Γ± kontúr az eiω± pontból az origóba fut, egy kényelmes választás az egységkör mentén elvinni
















log(1 + x) =
π2
12





± (I±H − 2I±S − I±C − I±W )+ Σ±2π + ω2±16π2(1− γ/π) . (6.42)
A fenti eredményt érdemes egy kisit közelebbr®l megvizsgálni. Tegyük fel, hogy a sine-Gordon
elméletet egy r sugárral kompaktikált bozon (ld. B.5.1 függelék) perturbáiójaként realizál-
tuk, ahol a perturbáló operátor V(1,0) + V(−1,0), azaz a 4.2.2 alatti terminológiában egyszeresen


























n± = ( δ2 + k±)∓ (S − 2S±)
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és














alakú kell legyen, ahol n a primér vertex operátor impulzus kvantumszáma, m a savarodási
száma (mindkett® egész), N± az oszillátor módusok által adott leszármaztatási szint (nemne-
gatív egész szám). Ebb®l látjuk, hogy 2S az m savarodási számmal azonosítható, ami teljesen
összhangban van az infravörös határesettel, ahol a topológiai töltéssel találtuk azonosnak. Mivel
S egész, ezért a DdV egyenlet sak a páros savarodási számú szektort állítja el®, ahol a bo-
zonikus és a fermionikus elmélet spektruma egybeesik, tehát mostantól nem kell a kett® között




feltételnek és ekkor megtehet® az n = ±n+ azonosítás. Egy másik feltételt ad, hogy n el®jelét úgy
kell tudnunk megválasztani, hogy a primér súlyok leválasztása után fennmaradó rész nemnegatív
egész szám legyen, és így azonosítható legyen az N± leszármaztatási számokkal. Máig sem
tudjuk, hogy ez a két feltétel minden elképzelhet® Bethe gyök konguráióra teljesül-e, azonban
nagyszámú konkrét eset vizsgálata után sem találtunk erre ellenpéldát.
Másrészt (6.44)-ból kapjuk, hogy
2n± = δ mod 2 (6.46)
ahol kihasználtuk, hogy 2S és 4S± mindig páros. Ennek segítségével meghatározhatjuk azt a
kvantálási el®írást, ami a konform térelmélettel konzisztens ultraibolya spektrumot ad: a szabály
δ = 0
Ez nem egyezik meg Destri és de Vega
δ ≡ S mod 2
el®írásával, amit [DdV97℄-ben arra alapoznak, hogy mivel a spinlán hossza (2N) a kontinuum
határesetben végtelenhez tart, az általánosság megszorítása nélkül feltehet®, hogy N páros. Lát-
hatjuk, hogy ez nem igaz, mert δ értéke függ N paritásától, és δ a kontinuumban is az integrál-
egyenlet paramétere marad. A helyes eljárás δ-t szabadon hagyni, ahogy azt a fentiekben tettük,
és a konform térelméleti spektrummal való illesztéssel megválasztani.
Egyszer¶en látható, hogy amennyiben semmilyen forrás nins jelen (ami a ráson az alapál-
lapotnak felel meg), akkor (δ = 0 mellett)
∆± = 0
adódik, ami konform térelméleti nyelven is a vákuum állapotnak felel meg. Ezzel tulajdonképpen
azt igazoltam, hogy helyes volt az integrálegyenlet által leírt spektrum ultraibolya xpontjára
vonatkozólag a c = 1 azonosítás.
Máig sem ismert, hogy vajon az integrálegyenlet által leírt összes lehetséges energiaszint
kimeríti-e a páros topológiai töltés¶ állapotok konform térelmélet által jósol spektrumát. Ez
három okból is nagyon nehéz probléma: egyfel®l az ultraibolya súlyok függése a Bethe gyök
konguráiótól nagyon bonyolult, másfel®l a komplex gyökök megengedett kvantumszámait sak
az infravörös határeset vizsgálatával lehet feltérképezni, harmadrészt a konguráió változhat is
a térfogattal. Az utóbbival kapsolatban megjegyzem, hogy míg nagy térfogaton ninsenek jelen
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speiális források (azaz a valós tengelyen Z mindig szigorúan monoton növekszik), a térfogat
sökkenésével ez megváltozhat. Mint már említettem, számos olyan, infravörösben teljesen jól
m¶köd® konguráió van, amikre a (6.35) ultraibolya platóegyenleteknek nins megoldása, ez azt
jelzi, hogy a térfogat sökkentésével meg kell jelennie valamilyen speiális forrásoknak, amelyekkel
együtt már lesz ilyen megoldás. Az infravörös és az ultraibolya gyök konguráió kapsolata tehát
nagyon bonyolult, így még ha a pl. a komplex gyökök lehetséges kvantumszámainak osztályo-
zását véghez is visszük az infravörösben, ez még messze nem elég az ultraibolya konform súlyok
teljes meghatározásához. Ráadásul ugyanahhoz az állapothoz a satolási állandótól függ®en
más és más gyök konguráió tartozhat (például a 6.2.3 alatt tárgyalt (ss¯)± állapotok a vonzó
tartományban).
A speiális források kezelésére (az ultraibolya határesetben) kifejlesztettem egy eljárást, amit
Ravaninivel és Feveratival közös ikkeinkben [FRT99, FRT00℄ több példán is illusztráltunk. A
lényege ennek az, hogy bármilyen konguráiót is veszünk fel az infravörösben, mindig lehet olyan
tartományt találni γ-ban, amikor a (6.35) ultraibolya platóegyenleteknek van megoldása speiális
források bevezetése nélkül is. Ebb®l meghatározhatjuk az Ω± plató értékeket mint γ függvényét.
Mivel az integrálegyenlet és a Z függvény analitikusan függ γ-tól, ezért Ω± elfolytatható γ-ban
a minket érdekl® tartományba. Ezzel természetesen ω± változni fog (6.36) szerint (a logaritmus
ugrásai miatt), de ez mindig kézben tartható és segítségével γ függvényében nyomon követhet® a
speiális források megjelenése. Ugyanezzel a tehnikával lehet rögzíteni a plató megoldás esetleges
határozatlanságát a vonzó tartományban.
A fentieket az eredeti ikkekben [FRT98b, FRT99, FRT98a, FRT00℄ számos konkrét állapot
részletes analízisével illusztráltuk, amire itt most nem térek ki, az érdekl®d® olvasó az eredeti
irodalomban megtalálhatja, valamint (leginkább a rás Bethe Ansatzzal kapsolatosan) további
érdekes részleteket találhat Destri és de Vega [DdV97℄ ikkében is. Itt most supán egy, a lélegz®





adódik, tehát ennek az állapotnak az ultraibolya határesete a V±1,0 vertex operátorok egy lineáris
kombináiójával kelthet®, mégpedig az állapot negatív paritása miatt a
V −1 = V+1,0 − V−1,0




adódik, tehát ezt az állapotot
V +1 = V+1,0 + V−1,0
kelti. Pallua és Prester ezzel konzisztens eredményeket kapott a sine-Gordon modellt egy transz-
verzális mágneses térbe helyezett XXZ lánal regulálva, és a spektrumot közvetlen numerikus
diagonalizálással el®állítva [PP99℄ (ami után a rástérelméletben szokásoshoz hasonló numerikus
extrapoláiót alkalmaztak a kontinuum határátmenetre).
A fentiek azzal is konzisztens, hogy a taszító tartományban V ±1 a legalasonyabban fekv® (zéró
összimpulzusú) (ss¯)± ultraibolya megfelel®inek bizonyulnak (ebben a két lyuk kvantumszámai
I1 = −I2 = 1/2). Ha λ-t sökkentjük, akkor λ = 1-en áthaladva azt várjuk, hogy a legalasonyab-
ban fekv® állapot, ami ebben ez esetben az (ss¯)−, adja a sztatikus B1 állapotot, λ = 1/2-nél pedig
azt, hogy a következ® állapot (ebben az esetben a legalasonyabban fekv® (ss¯)+ állapot) megy
át a sztatikus B2 állapotba. A satolási állandó ilyen hangolása a 4.2.2 alatti TCSA módszerrel
elvégezhet®, és pontosan ez látható a spektrumon. Ez annyiban is érdekes, mert áfolja Klassen
és Melzer egy korábbi sejtését [KM93℄ amely szerint a Bn lélegz®nek a V±n,0 vertexoperátorok (a
lélegz® paritásának megfelel®) lineáris kombináiója felel meg. A DdV egyenletb®l kiszámítható,
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hogy a további lélegz®k váltakozva a V ±1 állapotok egyre magasabb leszármaztatott állapotai-
nak felelnek meg, ami összhangban van azzal, hogy a taszító tartományban az egyre nagyobb
impulzusú (ss¯)± állapotok ultraibolya határesetét pontosan ezek írják le meg (ezekben a lyukak
kvantumszámai I1 = −I2 = (2k+1)/2 , k = 0, 1, 2, . . . , a megfelel® konform térelméleti operátor
jobb, illetve bal leszármaztatási kvantumszáma pedig egyenl® k-val).
6.4. Páratlan topológiai töltés¶ állapotok
6.4.1. A bozonikus (sine-Gordon) modell esete
A számláló egyenletb®l világosan látható, hogy páratlan topológiai töltés¶ (azaz félegész S
spin¶) állapotra NH páratlan kell legyen. A fénykúp ráson azonban nem lehet ilyen állapotokat
el®állítani, amint azt a (6.2) Bethe Ansatz egyenletek részletes analízise mutatja, és ez a tény
régóta jól ismert az XXZ Bethe Ansatz kiterjedt irodalmában.
Azonban láthatóan semmi akadálya annak, hogy a (6.15) kontinuum DdV egyenletben NH
helyébe páratlan számot írjunk, azaz olyan forrás konguráiókat vegyünk fel, amelyekben pá-
ratlan számú lyuk található. Feveratival és Ravaninivel közösen fogalmaztuk meg azt a sejtést,
hogy az így el®álló energiaszintek éppen megfelelnek a bozonikus SB algebra páratlan savarodási
számú vertex operátorai és azok leszármazottai által generált állapotoknak, illetve az infravörös
képet véve alapul, a páratlan számú szolitont tartalmazó állapotoknak.
Egy ilyen állapotban S ∈ Z+ 12 , és ebb®l következ®en (6.43) alapján az ultraibolya határeset-
ben az m savarodási szám páratlan. Viszont a (B.27) alatt megadott SB spektrumban n ekkor is
egész, vagyis ekkor (6.44) alapján a δ = 1 választást kell tennünk, ami egész Bethe kvantumszá-
moknak felel meg. Ebb®l megfogalmazhatjuk az alábbi szabályt: a teljes sine-Gordon spektrumot
az (6.15) egyenlet akkor állítja el®, ha NH -ra megengedünk mind páros, mind páratlan értékeket
és a
δ = 2S mod 2 (6.48)
szabály szerint választjuk meg a kvantálás módját.
Egy fontos példája ilyen állapotnak, amikor egyetlen lyuk van az origóban lokalizálva (h = 0),




adódik, ami a V(0,1) (vagy V(0,−1)) vertexoperátornak felel meg. Az irodalomban jól ismert,
hogy ez az operátor a sztatikus egy-szoliton állapot kelt® operátorának ultraibolya határesetével
azonosítható [KM93℄. A [FRT98a℄ ikkben más (három lyukat, vagy három lyukat és komp-
lex gyököket) tartalmazó állapotokat is megvizsgáltunk, és minden esetben a várakozásoknak
megfelel® eredményt kaptuk.








amit a (6.16) energia kifejezésbe helyettesítve a következ®t adja:








































Ezt a számolást eredetileg nem végeztük el, kizárólag a jelenlegi dolgozatban szerepel.
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ahol kihasználtuk a (6.22) összefüggést és χ páratlan voltát, valamint a logaritmust sorba fej-





















e−ML cosh ρ (6.49)
Hasonlóképpen felírhatjuk a vákuum energiáját is, amire










cosh ρe−ML cosh ρ (6.50)
Ezt felhasználva
































adja a szoliton tömeg vezet® viselkedését nagy térfogatban. Ez pontosan megfelel a Lüsher
által származtatott eredmény (2.2) alatti 1 + 1 dimenziós verziójának. A taszító tartományban
ninsenek kötött állapotnak megfelel® fúziók, ezért nins µ-tag, a két korrekiós tag közül az els®
egy szoliton, a második egy antiszoliton hurok járulékát megadó F -taggal egyezik meg.
A fenti eredményt, miszerint a Destri-de Vega egyenlet nagy térfogatú határesete visszaadja
a Lüsher-féle tömegkorrekiót, numerikusan Balog és munkatársai is ellen®rizték [BKKW03,
BKKW04℄. Munkájuk azonban ezen jóval túlmegy: rástérelméleti, valamint perturbatív két--
hurok számításokkal igazolták az általunk a tömegrés egzakt véges térfogatbeli viselkedésére
adott analitikus jóslat helyességét. Eredményeik egyben alátámasztják, hogy az XY modell
kontinuum határesete éppen a sine-Gordon modell β2 → 8π határesetével esik egybe, valamint
az ún. Kosterlitz-Thouless szenáriót, ami a korreláiós hossz viselkedését írja le a rás satolási
állandó függvényében a kontinuum határesetet deniáló kritikus pont körül. Az utóbbi lényeges
következménye, hogy a rástérelméleti eredmények és a DdV egyenlet jóslata közti egyezéshez el-
engedhetetlen a rásállandótól való logaritmikus függés gyelembe vétele [Bal01, B
+
01℄, ami eltér
a Symanzik klasszikus munkája [Sym83℄ alapján várható hatványszer¶ korrekióktól. Az ilyen
levágási eektusok tisztázása nagyon fontos lehet a preíziós rás-QCD számítások szempontjából
(amint ezt Hasenfratz Péter és munkatársai is hangsúlyozzák a σ-modellekben általuk tapasztalt
anomális levágásfüggés kapsán [HN01, HHN
+
02℄; ennek elméleti megértése még mindig várat
magára). A fentebb vázolt problémakör szép példáját adja annak, amikor az integrálható mo-
dellek elméletéb®l tanultak lényeges informáiót szolgáltatnak az elméleti zika más területén
(adott esetben a rástérelméletben) felmerül® problémák vizsgálatához.
6.4.2. A fermionikus (tömeges Thirring) modell leírása
Az SF esetben a páratlan savarodási számú állapotokra az n kvantumszám félegész, az
el®z®ek alapján ez akkor áll fenn, ha minden állapotra (a páratlan töltés¶ekre is) a
δ = 0 mod 2 (6.52)
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ami V(1/2,1) súlyaival egyezik meg. Az I = −1/2 választás V(−1/2,1)-hez vezet. A B.5.1 alatt
leírtak szerint ezek éppen a c = 1 konform térelméletben deniálható Dira fermion mez® pozitív
töltés¶ komponensei, ezért az egy-lyuk konguráiókat a tömeges Thirring modell egy-fermion
állapotaival azonosíthatjuk. A vezet® végesméret korrekió ezúttal 1/L-ben hatványszer¶ visel-
kedést mutat:










mivel a lyuk most mindenképpen mozog (h 6= 0) és pozíióját az infravörös határesetben az
ML sinhh = ±π
egyenlet írja le, az I = ±1/2 választásnak megfelel®en.
6.5. Összehasonlítás a sonkolt konform állapottér közelítéssel
A DdV egyenlettel végzett munkánk [FRT98b, FRT99, FRT98a, FRT00℄ során folyamatosan
összehasonlítottuk az integrálegyenlet jóslatait a sonkolt konform állapottér közelítésb®l kapott
numerikus adatokkal (a TCSA módszer leírását ld. 4.2.2 alatt). Ennek több haszna volt:
1. Mivel a TCSA módszer a modell Lagrange-függvényes (egészen pontosan a perturbált konform
térelméleti) leírásából indul ki, ezért az összevetés annak ellen®rzését is jelentette, hogy a fény-
kúp rás regularizáió kontinuum határeseteként el®álló DdV egyenlet valóban a sine-Gordon
modellt írja le.
2. Közvetlenül teszteltük az infravörös és az ultraibolya aszimptotikára vonatkozó analitikus
eredményeket.
3. Az átmeneti tartományban
ML ∼ O(1)
ahol a DdV egyenlet esetében sak numerikus (bár nagy pontossággal el®állítható) eredmé-
nyekre hagyatkozhattunk, lehet®ség nyílt az egyenlet tesztelésére. Ebben a tartományban sem
a Lüsher-féle infravörös leírás, sem a konform térelmélet nem nyújt megfelel® összehasonlítási
alapot.
4. Az átmeneti tartomány elérhet®sége azt is jelentette, hogy közvetlenül ellen®rizhettük az
infravörös-ultraibolya hozzárendelést. Ezen azt értem, hogy egy adott megoldása a DdV
egyenleteknek az infravörösben valamilyen részesketartalommal és hozzájuk tartozó impul-
zus kvantumszámokkal, az ultraibolyában pedig valamilyen konform súlyokkal jellemezhet®.
Ez azt jelenti, hogy a DdV egyenlet egy megfeleltetést létesít az állapottér ultraibolya, kon-
form térelméleti leírása, és az infravörös, sokrészeske állapotokkal történ® leírás között. A
TCSA módszerrel ennek a megfeleltetésnek a helyességét lehetett ellen®rizni.
A kiterjedt összevetés eredménye az, hogy a sine-Gordon/tömeges Thirring modell véges térfogat-
beli spektrumára vonatkozó, az el®z®ekben tett összes állítást a TCSA módszerrel való összevetés
fényesen alátámasztotta. Az eltérések minden esetben a TCSA módszerre jellemz® sonkolási
hibának megfelel® nagyságúak voltak.
Az összehasonlítás során gyelembe kell venni, hogy a perturbált konform térelméleti képben a
vákuum (és valamennyi állapot) energiája tartalmazza a következ® lineáris (ún. bulk) járulékot:







a (4.14) alatti univerzális vákuum energia konstans. A DdV által meghatározott vákuum energia
ellenben úgy van normálva, hogy
E(L)→ 0 , L→∞
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(d) Három-szoliton állapotok (Q = 3 szektor)
6.4. ábra. A DdV egyenlet és a TCSA által adott energiaszintek összehasonlítása (zérus tel-
jes impulzusú állapotokat használva). Az energiát a szoliton tömeg egységeiben ábrázoltam, a
dimenziótlanított térfogatváltozó (l = ML) függvényében. A TCSA adatok a pontok jelölik,
a lineáris vákuum energia tag levonása után, a folytonos vonalak a DdV egyenlet numerikus
iterálásával kapott eredmények. Az ábrák λ = 72 sine-Gordon paraméternél készültek.
(ld. (6.50)). A termodinamika Bethe Ansatznál Zamolodhikov által alkalmazott megfontolások-
kal [Zam90℄ analóg módon érvelve belátható, hogy a perturbált konform térelmélet energiaszintjei
éppen a lineáris vákuum járulékban különböznek a DdV által adott energiaszintekt®l, így az
összehasonlításkor ezt gyelembe kell venni. Az összehasonlítás során ezt úgy tettük meg, hogy
a TCSA által jósolt energiaszintekb®l levontuk a vákuum energia járulékot.
Azonban ez sem m¶ködik a taszító tartományban, ahol a TCSA ultraibolya divergens (ld. 4.13
alatt). Ekkor a DdV és TCSA módszernek az energiaszintek különbségeire vonatkozó jóslatait
hasonlítottuk össze. Mivel a sonkolt konform állapottér a konform spin és a topológiai töltés
szerint szektorokra bontható, és a perturbáió alatt egymással sak az egy szektorban lév® álla-
potok keverednek, élszer¶ ugyanazon szektorba es® állapotok közti különbségeket képezni, hogy
az ultraibolya levágási eljárás maximálisan konzisztens legyen (s®t, mivel a sine-Gordon modell
paritásinvariáns, élszer¶ ezeket a szektorokat paritás szerint is szétbontani, bár a Feveratival és
Ravaninivel végzett munka idején ennek hasznosságára még nem jöttem rá).
Az eredményeket a 6.4 ábrán illusztráltam néhány eset bemutatásával.
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6.6. A Zamolodhikov-féle α-savart szektorok és a minimálmodellek Φ(1,3)
perturbáiója
6.6.1. α-savart szektorok
Al. B. Zamolodhikov a polimerek kapsán végzett munkái során javasolta a sine-Gordon
modell savart szektorainak bevezetését [Zam94a, Zam94b℄. Az itt alkalmazott jelölésekre lefor-
dítva ezek a következ®képpen adhatók meg. Legyen T az x → x + L (egy periódussal történ®)
térbeli eltolást a Hilbert-téren reprezentáló operátor. Ha n egész, akkor V(n,m) vertexoperátorok
ez alatt invariánsak: TV(n,m)T
−1 = V(n,m).
A savart határfeltétel alakja
TV(n,m)T
−1 = exp (iαQ)V(n,m)
ahol Q a topológiai töltés (savarodási szám) operátora (B.5.1-benM -mel jelöltük). Ennek V(n,m)
akkor tesz eleget, ha n ∈ Z + α2π . Az ilyen vertexoperátorok és leszármazottaik által a konform







Hilbert-teret kelt® operátorok (ahol Fn,m a (B.25)-ben deniált Fok modul) egymásra kölsö-
nösen lokális operátoralgebrát alkotnak (ezt garantálja, hogy valamennyi primér vertex operátor























Az így deniált rendszer alapállapotát a következ® integrálegyenlet írja le:
Z(θ) = l sinh θ + α− i
∫ ∞
−∞












(A határozottság kedvéért δ = 0-át választottunk, hiszen α-t π-vel eltolva áttérhetünk a félegész
Bethe kvantumszámokról egészekre). A vezet® ultraibolya viselkedésre
E(L) = − πc˜
6L
+ . . .






adódik. Reshetikhin és Smirnov munkájából [RS90℄ ismert, hogy az Mp,q Virasoro minimálmo-





paraméterrel jellemzett sine-Gordon elmélet ún. RSOS restrikiójával lehet leírni. A továbbiak-
ban erre a modellre az Mp,q +Φ(1,3) rövid jelölést használjuk.
Az α = π/p választással
c˜ = 1− 6
pq
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...
PSfrag replaements
0 12 1 jmax − 12 jmax
6.5. ábra. Az Mp,q +Φ(1,3) kink gerjesztéseinek szomszédsági diagramja, ahol jmax = p−22 .
α = π3
l TCSA DdV TBA
0.1 -3.074916 -3.0749130189 -3.0749130190
0.3 -0.944161 -0.9441276204 -0.9441276204
0.5 -0.509764 -0.5096602194 -0.5096602194
0.8 -0.265436 -0.2651431026 -0.2651431026
1.0 -0.186038 -0.1855606546 -0.1855606546
1.5 -0.087300 -0.0861426792 -0.0861426792
2.0 -0.045910 -0.0437473815 -0.0437473815
2.5 -0.026746 -0.0232421927 -0.0232421927
3.0 -0.017868 -0.0126823057 -0.0126823057
4.0 -0.013546 -0.0039607326 -0.0039607326
α = 2π3
l TCSA DdV TBA
0.1 3.117844 3.1178476855 3.1178476853
0.3 0.985360 0.9853990810 0.9853990810
0.5 0.540427 0.5405470784 0.5405470784
0.8 0.282725 0.2830552991 0.2830552991
1.0 0.197143 0.1976769278 0.1976769278
1.5 0.089277 0.0905539780 0.0905539780
2.0 0.042960 0.0453290013 0.0453290013
2.5 0.019978 0.0238075022 0.0238075022
3.0 0.007209 0.0128843786 0.0128843786
4.0 -0.006592 0.0039866371 0.0039866371
6.1. táblázat. Az M3,5 + Φ(1,3) modell α = π3 , illetve α = 2π3 savaráshoz tartozó vákuumának
energiája véges térfogatban. Az energiát és a térfogatot azM szoliton tömeg egységeiben mérjük,
a TCSA adatokból levontuk a (6.53) vákuumenergia járulékot.
adódik, ami pontosan az Mp,q modell eektív entrális töltése, ezért azt várjuk, hogy a savart
egyenlet azMp,q+Φ(1,3) (legalasonyabban fekv®) vákuumállapotát írja le. Valóban, Fioravanti
és munkatársai [FMQR97℄ a q = p + 1 unitér modellekre a (6.55) egyenletet integrálva meg-
mutatták, hogy az eredményül kapott energiaszintek pontosan megegyeznek a korábbról ismert
TBA jóslatokkal [Zam91a℄. Továbbá, a savarás következ® értékeire
α = ±kπ
p
, k = 1 . . . p− 1 (6.58)
a Φ(k,k) operátorokra jellemz® konform súlyok álltak el® az ultraibolya határesetben (a savarás
el®jele ebb®l a szempontból lényegtelen). Reshetikhin és Smirnov megmutatta [RS90℄, hogy a
Mp,q+Φ(1,3) modelleknek pontosan p−1 vákuumállapota van, az elemi gerjesztések pedig kinkek
(a kink S mátrixokról ld. C.1.5), a 6.5 ábrán látható szomszédsági diagrammal, és megadta ezek
egzakt S mátrixát is. Klassen és Melzer azt a sejtést fogalmazta meg, hogy a q = p + 1 unitér
esetben ezek pontosan a Φ(k,k) operátorokkal kelthet®k [KM90℄. A Fioravanti és munkatársai
által ezekre az állapotokra a (6.58) savarásokkal kapott eredmények is pontosan megegyeztek a
TBA adta jóslatokkal.
Feveratival és Ravaninival azt a élt t¶ztük magunk elé, hogy a fentebb vázolt eredménye-
ket terjesszük ki általános minimálmodellekre és fogalmazzuk meg egyben a gerjesztett állapotok
leírását is; a következ®kben ennek a munkának az eredményeit tárgyalom [FRT00℄. Az alapállapo-
tok tekintetében ez könnyen teljesíthet® volt, mivel a (6.55) a (6.57)-ban megadott satolásoknál
és a (6.58) savarásokkal könnyen megmutatható módon az általános minimálmodellek vákuum-
állapotait azonnal reprodukálja. Erre példaként az M3,5 + Φ(1,3) modell két alapállapotának
leírását mutatom be (a 6.1 táblázat mutatja a TBA-val és TCSA-val való kit¶n® egyezést).
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6.6.2. A Φ(1,3) perturbált minimálmodellek gerjesztett állapotai


















])N = −e−2iω M∏
k=1
sinh γπ [θj − θk + iπ]
sinh γπ [θj − θk − iπ]
(6.59)
A 6.16 alatt ismertetett módszert követve, ebb®l a kontinuum határesetben a következ® integ-
rálegyenlet adódik:
Z(θ) = l sinh θ + g(θ|θj) + α− i
∫ ∞
−∞












ahol α a következ® módon fejezhet® ki ω-val:
α = ω
π






















([x] az x egészrészét jelöli). Ezt a (6.12)-ban szerepl® C konstans rögzítésével lehet megkapni,
mégpedig úgy, hogy a Z függvénynek az integrálegyenletb®l számított, θ = ±∞-ben vett aszimp-
totikus értékeit összevetjük azzal, ami Z (6.7) alatti deníiójából következik. Ebb®l következ®en
teljesül az
α → α+ 2π ha ω → ω + π
összefüggés, ami egy nagyon fontos konzisztenia feltétel
9
, hiszen mivel ω-t π-vel eltolva a (6.59)
rás Bethe Ansatz egyenletek önmagukba mennek át, ennek a transzformáiónak az integrál-
egyenletet is invariánsan kell hagynia; valóban, egy α-ban 2π-vel történ® eltolás Z (és a Bethe
kvantumszámok) átdeniálásával eltüntethet®.
Mivel az α és ω közti összefüggés meglehet®sen bonyolult, kérdéses, hogy valamennyi (6.58)
alatt felsorolt α savarás megvalósítható-e a fénykúp rás Bethe Ansatz segítségével. Tekintsük




Korlátozódjunk semleges (S = 0) állapotokra10. Ekkor megmutatható, hogy az
ω = kγ =
k(q − p)π
p
választással valamennyi szükséges α érték el®áll. Mivel p és q relatív prím, ω független értékei




, l = 0, . . . , q − 1












































és err®l pedig elemi módon látható, hogy amennyiben l végigfut 0-tól q − 1-ig, akkor α a (6.58)
alatti összes független értéket felveszi (némelyiket többször is).
9
A P. Zinn-Justin által [ZJ98℄-ban származtatott α = ωπ/(π − γ) összefüggés hibás, amint ez a fenti okfej-
tésb®l is kit¶nik.
10
Az S 6= 0 állapotok nemlokális operátorokhoz tartoznak, ld. a kés®bbiekben.
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6.6.2.1. Az ultraibolya határeset
Az, hogy az ultraibolya határesetben megkaphatjuk a minimálmodellek spektrumát, nagyon
könnyen látható a következ® módon. Egyszer¶ség kedvéért az érvelést a q = p + 1 unitér esetre
korlátozom. A DdV integrálegyenlet az ultraibolyában a V(n,m) vertexoperátorok és leszármazot-
taik súlyait adja, ahol δ = 0, 1 választással m egész, míg n félegész is lehet. Az α 6= 0 választással
a (6.35) plató egyenlet az


















, χ∞ = π
p− 1
2p




± (I±H − 2I±S − I±C − I±W )+ Σ±2π + p+ 1p ω2±16π2
adódik.
Az m = 0 semleges szektorban a fenti formulákból látható, hogy olyan V(n,0) vertex operáto-









, k = 1, . . . , p− 1
savarásokat és azt, hogy
n = k +
α
2π
ahol k egész, valamint gyelembe véve, hogy ezúttal
c = 1− 6
p(p+ 1)
és nem 1, a következ® eredmény adódik:
∆+ = ∆− =
(2kp + l)2 − 1
4p(p + 1)
(6.62)
valamint további olyan súlyok, amelyek ezekt®l sak egész számban különböznek, és a fenti
súlyokkal jellemzett operátorok leszármaztatottjaihoz rendelhet®k. Az (6.62) kifejezés pedig
nem más, mint az Φ(l,l−2k) operátor súlya az Mp,p+1 minimálmodellben (ld. 4.2.1).
Azm 6= 0 állapotok súlyai hasonlóképpen számolhatók. A konform spinre a következ® adódik:
2
(
∆+ −∆−) = mα
π
mod 1 , (6.63)
vagyis ezek általában tört spin¶ (nemlokális) operátorokhoz tartoznak. Ez annak felel meg,
hogy a topológiailag töltött állapotok kinkekb®l épülnek fel, és ezek nemlokalitása többek között
a sok-kink állapotok kiválasztási szabályaiban nyilvánul meg [FL92℄. Periodikus határfeltétel
mellett sak azok a vákuum szekveniák maradhatnak, amelyekben a kiinduló és a végs® vákuum




































(a) A skálázó Lee-Yang modell els® gerjesztett állapota, az energia a részeske m tömegének
egységeiben adott, a dimenziótlan térfogatváltozó pedig l = mL. l < 2.6-ra a DdV egyenletet
nem tudtam konvergens módon iterálni (ennél a térfogatnál egy speiális gyök jelenik meg, azaz
Z a valós egyenes egy részén monoton sökken®be vált).
(b) A skálázó Lee-Yang modell egy p = 2πL impulzussal mozgó részeskét tartalmazó állapota
() A skálázó Lee-Yang modell legalasonyabban fekv® kétrészeske állapota






tér altereként állítjuk el®, ahol a Hα savart szektort (6.54) deniálja. Az, hogy a minimálmodell
Hilbert-tere nem lehet az egész, látható pl. abból, hogy (6.62)-ben k sak olyan értékeket vehet
fel, amelyekre 1 ≤ l − 2k ≤ p.11
6.6.2.2. Összehasonlítás a sonkolt konform állapottér közelítéssel
Eredeti munkánkban [FRT00℄ számos különböz® modellel elvégeztük az egybevetést. Itt
most sak azM2,5+Φ(1,3) skálázó Lee-Yang modellre vonatkozó eredményeket idézem. Ekkor a




Ha α-t így rögzítjük, akkor még megmarad a szabadságunk a δ kvantálási paraméter megválasz-
tására. A gerjesztett állapotokat a megfelel® sine-Gordon modell B1 els® lélegz®je által alkotott




A B1 lélegz®ket 6.2.3 alapján önkonjugált gyökök reprezentálják, amelyek valós része a lélegz®
rapiditásával egyezik meg. Tehát az összes állapot megkapható a (6.60) integrálegyenlet olyan
megoldásai segítségével, amelyekre a savarás α = π/2 és a forrástag (az infravörösben) egy vagy
több önkonjugált gyököt tartalmaz (a vákuum esetén természetesen egyet sem). Az ultraibolya
súlyok vizsgálatával a kvantálási szabályra a
δ =Msc mod 2
11
Az érdekl®d® további részleteket találhat err®l a projekióról Felder és LeClair munkájában [FL92℄. Meg-
jegyzem, hogy ez nem más, mint a minimálmodellek szabadtér reprezentáiójakor elvégzend® BRST projekió (ld.
[Fel89℄) tömeges megfelel®je.
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el®írás adódik, ahol Msc az önkonjugált gyökök számát jelöli. A 6.2 táblázatban a nyugvó
egyrészeske, az I = 1 kvantumszámmal mozgó egyrészeske (impulzusa p = 2πL ), illetve a
legalasonyabban fekv® kétrészeske (I1 = −I2 = 1/2) állapot integrálegyenletb®l energiáját
hasonlítom össze a TCSA numerikus jóslataival. Az összehasonlításhoz a lélegz® tömegét hasz-
náltam skálaként, ami a sine-Gordon szoliton tömegével az






módon fejezhet® ki. A TCSA adatokból levontam a
Bm2L
vákuumenergia járulékot, ahol a B univerzális vákuumenergia konstans értékét (C.7) adja meg.
7. Alkalmazások kvantumtérelméleti problémákra
Ebben a fejezetben az eddig tárgyalt ismeretek olyan alkalmazásait ismertetem, amelyek saját
munkám során fordultak el®.
Els®ként az ún. k-hajtogatott sine-Gordon modellt tárgyalom, amely számos érdekességet
tartalmaz. Látni fogjuk, hogyan jelentkezik a 4.2.2 alatt jelzett többértelm¶ség az állapottér
megválasztásában, és ennek kapsán egy nagyon érdekes elméleti modellt kapunk, ahol a kvan-
tumtérelméleti alagúteektus leírásából jól ismert ritka instanton gáz közelítés jóslatai egészen
konkrét módon összevethet®k a DdV egyenlet és a TCSA módszer útján kapott eredményekkel.
Ennek során a véges térfogatbeli vákuumfelhasadásról megmutatom, hogy a vákuumok közti
alagutazással értelmezhet®. Továbbá itt fogunk el®ször példát látni kink típusú gerjesztésekre,
és ennek a példának a kés®bbiekben a perturbált konform térelméletek spektrumának elemzé-
sekor fontos szerep jut. Végül, de nem utolsósorban a modell ismerete szükséges el®feltétel a
kétfrekveniás sine-Gordon modell analíziséhez.
Ezután a kétfrekveniás sine-Gordon modellt tárgyalom, aminek elméleti érdekessége egyrészt
abban rejlik, hogy a nemintegrálható kvantumtérelméletek egyfajta prototípusának tekinthet®.
Másrészt a modell alkalmazható a tömeges Shwinger modell, az általánosított Ashkin-Teller
modell (egy kvantum spin rendszer), és az egydimenziós Hubbard modell tanulmányozására
is [DM98, FGN00℄. Egy további érdekes alkalmazási lehet®ség ultra-rövid optikai impulzusok
degenerált rezonáns médiumban történ® terjedésének modellezése [BCG℄.
A kétfrekveniás sine-Gordon modell kapsán röviden ismertetem az ún. form-faktor pertur-
báiószámítást, ami alkalmas arra, hogy ilyen elméletekr®l nemperturbatív informáiót nyerjünk,
mivel eleve egy nemtriviálisan kölsönható és nemperturbatíve egzaktul megértett integrálható
kvantumtérelmélet körüli sorfejtésb®l indul ki. Látni fogjuk, hogyan alkalmazható a TCSA mód-
szere arra, hogy a szemiklasszikus közelítéssel kapsolatos elméleti problémákat eldönthessük, és
hogyan lehet a segítségével feltérképezni az elmélet fázisdiagramját, meghatározva a lehetséges
fázisátalakulások helyét és típusát.
A nemintegrálható modellek annyiban is jóval közelebb állnak az integrálhatóknál a valóság-
hoz, hogy segítségükkel instabil részeskék (rezonaniák) is modellezhet®k
1
. Ezt a kétfrekveniás
sine-Gordon modell és az Ising modell példáján mutatom be, és az ezeken végzett vizsgálatok
során kifejlesztek egy hatékony módszertant a keskeny rezonaniák leírására és paramétereik meg-
határozására a véges térfogati spektrumból. A végesméret spektrum meghatározására a TCSA
módszert, az elméleti jóslatok leszármaztatására a form-faktor perturbáiószámítást használom,
amik közül az els® teljes mértékben a kétdimenziós térelméletekre speikus eljárás, a második
megfelel®je magasabb dimenzióban is ismert ugyan (hadronok gyenge bomlásának leírása), de
ott nem ismertek az egzakt nemperturbatív form-faktorok
2
. Ennek ellenére a munka lényegi
mondanivalója, miszerint a rezonaniákat a spektrumban mutatkozó jellegzetes szint elkerülések
segítségével lehet hatékonyan jellemezni, valamint az erre szolgáló módszer, teljesen természe-
tes módon általánosítható magasabb dimenziós térelméletekre. Ráadásul a módszer maga nem
1
Itt megjegyzem, hogy ismertek olyan integrálható térelméletek, amelyek tartalmaznak rezonaniákat
[FPGHM97, MFP00℄, azonban ezek nem felelnek meg a jelen vizsgálatokhoz, f®képpen mivel a gerjesztett ál-
lapotok véges térfogatbeli leírására nem ismeretes hatékony és részleteiben kidolgozott eljárás. Másfel®l pedig a
nemintegrálható perturbáiók el®nye az is, hogy az integrálhatóságot sért® satolás segítségével a bomlás hangol-
ható, s®t teljesen ki is kapsolható.
2
A rástérelmélet jelenlegi dinamikus fejl®dése alapján remélhet®, hogy a megfelel® form-faktorok hamarosan
elég nagy pontossággal (numerikusan) rendelkezésre állnak majd.
66 7. Alkalmazások kvantumtérelméleti problémákra
függ sem attól, hogyan állítjuk el® a végesméret spektrumot, sem pedig magától a form-faktor
perturbáiószámítástól, így (mint azt majd röviden tárgyalom) olyankor is alkalmazható, amikor
a bomlást okozó kölsönhatás nem szeparálható a részeskét létrehozótól (a fenomenológiában
ezek az er®s bomlások, amikor a hadron nem a gyenge, hanem az er®s kölsönhatáson keresztül
bomlik).
A fejezet záró részében azt tárgyalom, hogy a végesméret eektusoknak a Bethe-Yang egyen-
letek segítségével történ® tárgyalása hogyan visz közelebb a nemunitér kvantumtérelméletek meg-
értéséhez. Az ilyen elméletek iránt érdekl®dés oka részben az, hogy az egyik legfontosabb salád-
jukat adó imagináriusan satolt an Toda elméletek a legegyszer¶bb olyan térelméletek, amelyek
a sine-Gordon szolitonok dinamikáját magasabb soport szimmetria esetére általánosítják, ezen-
felül redukió révén fontos szerepet játszanak perturbált konform térelméletek (köztük unitér
modellek) leírásában. Nemunitér elméletek alkalmazhatók továbbá olyan problémák leírására,
amikor nem a valószín¶ségi értelmezés áll az alkalmazás központjában, pl. diúziós-annihiláiós
folyamatokra [ADHR94℄ vagy rendezetlen statisztikus zikai rendszerekben [MCW96, BCKT01℄.
Az utóbbi alkalmazásokra irányul a szupersoportokon értelmezett σ modellek jelenleg nagyon
aktívan zajló kutatása [RS01, SWK02, SWK03℄, amit®l a rendezetlen rendszerekben zajló fázis-
átalakulások univerzalitási osztályainak klasszikálása várható; az OSP (1|2n) σ-modell egzakt
S-mátrixáról pedig kiderült [SWK03℄, hogy közeli kapsolatban áll az imagináriusan satolt a
(2)
2n
an Toda térelmélet S mátrixával, a két elmélet nemlokális megmaradó mennyiségeinek algeb-
rája között fennálló kapsolat alapján. Másfel®l pedig érdekl®dés mutatkozik az imaginárius an
Toda elméletek termodinamikája iránt is [SWK00℄, ami a soksatornás Kondó probléma modelle-
zésével függ össze. A nemunitér kvantumtérelméletek mélyebb megértésére tett er®feszítéseinket
ezek a problémák motiválják.
7.1. A k-hajtogatott sine-Gordon modell
7.1.1. A lokális operátor algebra megválasztása
Mint azt (B.27)-t követ®en tárgyaltuk, periodikus határfeltételek mellett általában két maxi-
mális, az operátor szorzatra zárt lokális algebra adható meg, amiket a következ® vertex operátorok
generálnak [KM93℄:
Ab = {V(n,m) : m ∈ Z, n ∈ Z}
Af = {V(n,m) : m ∈ Z, n ∈ Z+m/2} (7.1)
Azonban (ld. 4.2.2) a perturbáló operátor azonosítása nem egyértelm¶: a cos βΦ operátort egy
tetsz®leges
1
2 (Vk,0 + V−k,0) kombináióval azonosíthatjuk, ahol k pozitív egész szám. Ekkor a











: cos βΦ :=
1
2
(V1,0 + V−1,0) (7.2)
marad k-tól függetlenül, azonban ekkor a vertex operátorok (B.22) deníiója alapján a (7.1)
algebrákat a következ® alakba írhatjuk:
A(k)b = {V(n/k,km) : m ∈ Z, n ∈ Z}
A(k)f = {V(n/k,km) : m ∈ Z, n ∈ Z+m/2}
(7.3)
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A továbbiakban a k-hajtogatott sine-Gordon (illetve tömeges Thirring modellt) úgy tárgyalom,
hogy a perturbáló operátort (és ezzel a kompaktikáiós sugár azonosítását) xen tartom (7.2)
szerint, a Hilbert-teret a k hajtogatási számnak megfelel®en a (7.3) szerinti vertexoperátorok és
azok leszármaztatottai keltik. A 6.6.2 alatt tárgyaltak alapján ezen elméletek spektrumát az
Z(θ) =ML sinh θ + g(θ|θj) + α− i
∫ ∞
−∞
















, l = 0, 1, . . . , k − 1
és a 6.4 alatt leírtak alapján
bozonikus modell : δ = 2S mod 2
fermionikus modell : δ = 0
továbbá a topológiai töltést meg kell szorítanunk
Q = NH − 2NS −MC − 2MW θ(1− λ) ∈ kZ (7.5)
szerint.
7.1.2. Instantonok és ϑ-vákuum véges térfogatban
7.1.2.1. Ritka instanton gáz közelítés
A sine-Gordon modell vákuuma periodikus szerkezet¶, ennek megfelel®en a QCD-b®l jól
ismert ϑ-vákuumok megjelenésére számíthatunk, és ezek energiáját a ritka instanton gáz közelí-
tésben számíthatjuk.


























arctan exp (µ0 (τ − τ0)) (7.7)





ahol Mclass a klasszikus szoliton tömeg
3
. Az instanton kalkulus standard eljárását, az euklidészi
pályaintegrál nyeregpont közelítését [Mun89℄ használva a következ®t kapjuk a ϑ-vákuumok közti
felhasadás mértékére:




e−SE [Φinst] , (7.8)
3
Az instanton megoldás tulajdonképpen nem más, mint egy sztatikus szoliton megoldás a τ változóban.










7.1. ábra. Vákuumok k = 4 esetén
ahol az
M = −∂2τ − ∂2x + V ′′ (Φinst) , M0 = −∂2τ − ∂2x + V ′′ (0)
operátorok az instanton (illetve a vákuum) körüli kvadratikus uktuáiókat írják le,det′M pedig





faktor az instanton megoldás egyetlen (τ0-beli eltolásnak megfelel®) nullmódusának járuléka. A





ahol |n〉 a Φ = 2πβ n klasszikus vákuum megoldásnak megfelel® kvantumállapot.
A determináns tag a h®vezetési magfüggvény módszerrel (heat kernel method) egzaktul







e−l cos ϑ , l =ML (7.10)
ahol M a sine-Gordon szoliton kvantumos tömege (a tömegrenormálást  egy-hurok rendig be-
zárólag  a determinánsok kiszámításakor gyelembe vett ellentagok végzik el).
7.1.2.2. Vákuum szerkezet a k-hajtogatott sine-Gordon modellben
A k-hajtogatott modellben a sine-Gordon mez®t pontosan k periódus után azonosítjuk:
Φ ∼ Φ+ 2π
β
k . (7.11)




n , n = 0, . . . , k − 1 (7.12)
Az ennek megfelel® modellt (amelynek lokális operátoralgebráját az ultraibolya xpontban a
(7.3) alatti A(k)b adja meg) SG(β, k)-val fogom jelölni. A végtelen térfogatú (L =∞) kvantum-
elméletben ezeknek a megoldásoknak az |n〉 vákuumállapotok felelnek meg, amelyekre




A részletes számítást ld. a [BPTW00℄ ikkben.
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Az elmélet szimmetriáját egyfel®l egy, a vákuumok peridoitását implementáló T operátor gene-
rálja




T |n〉 = |n+ 1 mod k〉 (7.15)





eimϑn |m〉 , ϑn = 2π
k
n (7.16)
T |ϑn〉 = e−iϑn |ϑn〉 (7.17)
amelyek egyben a Hamilton operátornak is sajátállapotai. Véges térfogatban az |n〉 állapotok
közötti (az instanton által leírt) alagutazás megszünteti az alapállapot degeneráióját, és a sa-
játállapotok a (7.16) ϑ-vákuumokkal egyeznek meg. A T által generált Zk szimmetriasoport
mellett bevezethet® egy S Z2 transzformáió is:
SΦ(x, t)S−1 = −Φ(x, t) , S† = S−1 = S (7.18)
ami a vákuumállapotokon a következ®képpen hat:
S |n〉 = |k − n〉 = |−n〉 , S |ϑl〉 = |−ϑl〉 = |ϑk−l〉 , (7.19)
S és T a Dk diszkrét soportot generálja.















−1 = V−m (7.21)
Véges térfogatban az instantonok indukálta alagúteektus megszünteti az alapállapot degenerái-
óját; a legalasonyabb energiájú állapot az, amelyik Dk invariáns. Mivel a (vákuumok kifeszítette
altérre megszorított) Hamilton operátor a diszkrét szimmetriával felserél, ezért a soport-algebra
entrumában kell lennie. A entrum legáltalánosabb eleme
H = E0(L)I+ E˜1(L)(T + T
−1) + · · ·+ E˜i(L)(T i + T−i) + . . .
Ennek sajátállapotai pontosan a |ϑm〉 állapotok, a következ® sajátértékekkel:









, m = 0, . . . , k − 1 , 2E˜j = Ej (7.22)
A savart vákuum DdV egyenlete a következ® alakú:
Z(θ) =ML sinh θ + ϑ − i
∫ ∞
−∞












Z(x) ≈ ϑ+ l sinh(θ) , l =ML (7.23)
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1 + e−iϑ−l coshx
)]
. (7.25)























e−l cos ϑ+ . . . (7.27)





, m = 0, . . . , k − 1
értékeket, akkor a DdV eredmény a (7.22) alattival teljesen összhangban van. A fenti eredménye-
ket összevetettük a sonkolt konform állapottér adta numerikus adatokkal is, és kit¶n® egyezést
találtunk [BPTW00℄.
7.1.3. A hajtogatott modell spektruma és S mátrixa
A sine-Gordon modell szoliton megoldása a k-hajtogatott modellben kink típusú gerjesztést







n = 0, . . . , k − 1; k ≡ 0 . (7.28)
(az antikinkek a Φ 7→ −Φ reexióval állíthatók el®). A vákuumok szomszédsági viszonyai (ame-
lyek egy irkuláris elrendezést tükröznek, ahol a k-adik vákuum azonos a 0-adikkal) azt jelentik,
hogy a modell spektruma a C.1.5 alattiaknak megfelel® módon megszorítást tartalmaz a sok-kink
állapotokra.
Az SG(β, k) modellben minden lélegz®nek k különböz® állapot felel meg, amelyek mindegyike
valamelyik vákuum körül oszillál. A klasszikus megoldásban a lélegz® spektrum folytonos















, v ∈ R , n = 0, . . . , k − 1 . (7.29)
Kvantumszinten a (diszkrét tömegspektrumú) lélegz® állapotok k-szorozódására egy alátámasz-
tást TCSA numerikus adatokkal a 7.2 ábra mutat.


















7.2. ábra. Lélegz® állapotok 2-hajtogatott modellben λ = 7/2 mellett, ahol feltüntettem a (C.12)
egzakt jóslatokat is, illetve a kétrészeske állapotok alsó határát.
A Qk topologikus töltés azt jellemzi, hogy hányszor járja be a Φ(t, x) mez® a periódusát,







Ennek megfelel®en az egy-kink megoldás 1/k tört topológiai töltéssel rendelkezik, vagyis az
egész töltés¶ konguráiókban a kinkek száma k egész számú többszöröse kell legyen, (7.5)-nek
megfelel®en.
A C.1.5 alatti jelöléseket használva, a kinkek szórásfolyamatai
Kab(θ1) +Kbc(θ2)→ Kad(θ2) +Kdc(θ1)
akkor megengedettek, ha |a−b| = |b−c| = |a−d| = |b−d| = 1, és az el nem t¶n® szórásamplitúdók
kifejezhet®k a sine-Gordon modell (C.11) egzakt S mátrixával:
Sa+1a+2aa+1 (θ1 − θ2) = Sa−1a−2aa−1 (θ1 − θ2) = S++++ (θ1 − θ2)
Saa+1aa+1 (θ1 − θ2) = Saa−1aa−1 (θ1 − θ2) = S−++− (θ1 − θ2)
Saa−1aa+1 (θ1 − θ2) = Saa+1aa−1 (θ1 − θ2) = S+−+− (θ1 − θ2)
ahol az a, a± 1, a± 2 vákuumindexek modulo k értend®k. Ehhez hasonlóan a
B(m)n (θ1) +Km,m+1(θ2)→ Km,m+1(θ2) +B(m+1)n (θ1)
kink lélegz® szórást leíró amplitúdó:
Sn(m) (θ1 − θ2) = Sn (θ1 − θ2) (7.31)
ahol Sn(θ) a (C.15) lélegz®-szoliton S mátrix. A lélegz®k
B(k)n (θ1) +B
(k)
m (θ2)→ B(k)m (θ2) +B(k)n (θ1)
szórását pedig az
Sn,m(k) (θ1 − θ2) = Sn,m (θ1 − θ2)
amplitúdó írja le, ahol Sn,m a (C.14) lélegz®-lélegz® amplitúdó.
A 5.1.1 alatt tárgyalt Bethe-Yang egyenleteket felhasználva, a fenti szórásamplitúdókat könnyen
össze lehet vetni a DdV infravörös határesetével, illetve a numerikus TCSA spektrummal. Vala-
mennyi esetben tökéletes egyezést találtunk [BPTW00℄, a 7.3 ábrán a TCSA-val való egybevetésre
mutatok egy példát.
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modell Q = 1 topológiai töltés¶ szektorában
7.1.4. Exponeniális operátorok vákuum várható értéke
Ebben a részben a (7.20) alatti exponeniális operátorok vákuum várható értékeit elemezzük,
és ennek kapsán alátámasztunk egy, Lukyanov és A. B. Zamolodhikov által megfogalmazott







deníióval. Az alábbiakban tetsz®leges L térfogatban dolgozunk, de a térfogatfüggést expliite
nem tüntetjük fel. A T szimmetriagenerátor (7.17) és (7.21) alatt felírt hatása alapján





ahol Am(r) ismeretlen amplitúdók.



















rmFm(r) , Fm(r) ∈ R (7.34)
Azonban az Fm amplitúdók sem függetlenek. A B.6.1 alattiakból könnyen látható, hogy a
standard Fok bázisban Vm minden mátrix eleme valós. Emiatt a Hamilton operátor mátrixa
valós és szimmetrikus, és következésképpen minden sajátvektor összes komponense valós. Ezért
az összes 〈ϑn|Vm |ϑr〉 várható érték valós, amib®l viszont azt kapjuk, hogy
Fm(r) = (−1)mFm(k − r) , r = 1, . . . , k − 1 (7.35)
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vagyis a vákuum várható értékek a következ® valós amplitúdókkal adhatók meg:






Lukyanov és Zamolodhikov egy egzakt formulát javasolt a standard sine-Gordon modellben az
exponeniális operátorok várható értékeire végtelen térfogatban [LZ97℄. Legyen |0〉 az |n〉 állapot
n = 0 esetén és
G(a) = 〈0| eiaΦ(x) |0〉


















































= Fm(0) ha l =ML =∞.
A TCSA-ból a (2.5) exponeniális leképezéssel kapott konform síkon számolt vákuum várható






faktor, ami a Vm operátor mint ∆ = ∆¯ =
m2β2
8π súlyú primér tér transzformáiójából adódik.
Bevezetve a dimenziótlanított
g(a) =M−2∆aG(a)













ahol ˜ a síkon vett várható értékre utal és N(l) egy végesméret korrekiós faktor, amir®l tudjuk,
hogy N(l)→ 1 +O(e−l), ha l→∞.
Az Fm(r) amplitúdókra sajnos nins hasonló jóslatunk, ha r 6= 0, vezet® viselkedésüket
azonban könnyen kitalálhatjuk. A
〈0|Vm |r〉
mátrixelemek végtelen térfogatban elt¶nnek, mert az |n〉 állapotok mindegyike egy különálló
Hilbert-térben fekszik, amelyek között nem visz át semmilyen lokális operátor. Véges térfo-
gatban a vákuumok közötti alagúteektus miatt kapnak nemzérus járulékot, de a 7.1.2.1 ritka
instanton gáz számításból tudjuk, hogy az alagúteektus amplitúdója exponeniálisan elt¶nik
nagy térfogatban:
〈0|Vm |r〉 ∼ e−l ha l≫ 1 és r 6= 0 (7.40)


































7.4. ábra. Exponeniális operátorok vákuum várható értékeinek mérése












3-hajtogatott modellben teszteltük (λ = 7/2). A három alapállapotnak megfelel® TCSA sa-
játvektort felhasználva kiszámítottuk az A˜m(n)[l] mennyiségeket az m = 1, . . . , 5 operátorokra.
Ezután (7.39)-nek megfelel®en a F˜m(0)[l]l
−2∆m











jóslatot mutatják. Az egyezés jó, de a nagyobb m értékekre mutatott eltérések azt jelzik, hogy
érdemes lenne levágásban és térfogatban extrapoláiót alkalmazni. Ugyanebben a modellben
Fm(1)[l]-t is meghatároztuk, az eredményeket egy logaritmikus skálán a 7.4 (b) ábrán mutatom
be. Látható, hogy az adatok viselkedése teljesen konzisztens a (7.40)-b®l várt exponeniális
lesengéssel (a nagy l tartományban látható eltérést a sonkolási hibák okozzák).
A 7.5 ábrán látható az m = 1 eset részletesebb elemzése. Rögzített l-nél a mért adatok az


















A függvény alakját a konform perturbáiószámítás ecut-ban mutatott (a perturbáló operátor ultraibolya
dimenziójából, valamint a vertexoperátorok operátorszorzat kiválasztási szabályaiból számolt) viselkedése alapján
rögzítettük.


























7.5. ábra. A TCSA adatok extrapoláiójából adódó eredmény az m = 1 várható értékre
illesztésével történt, ahol a térfogatfüggést a (7.10) instanton eredmény motiválta, de gyelembe
vettük, hogy amennyiben az exponeniális operátort beszúrjuk a pályaintegrálba, az eltolás in-
variana sérül és így nem marad nullmódus. Ez az alak nagyon jól illeszkedik a levágásban
extrapolált adatokra. Az ábrán az egzakt vákuum várható értékre vonatkozó jóslat mellett
feltüntettük a Lukyanov és Zamolodhikov által kiszámított szemiklasszikus eredményt is. Mivel
λ = 7/2 ≫ 1, a kett® közti különbség elég kisi, majdnem a TCSA hiba nagyságrendjébe esik,
de még így is látható, hogy az extrapolált adatok az egzakt eredményt preferálják.
Megjegyzem, hogy hasonló TCSA számítást végzett Guida és Magnoli [GM97b℄ a Lukyanov-
Zamolodhikov sejtés Φ(1,3)-perturbált minimálmodellekre megfogalmazott verziójának ellen®r-
zésére, bár az itt bemutatott extrapoláiós tehnikákat nem alkalmazták: azok saját eredmények,
és kés®bb a rezonaniák vizsgálatában is hasznosnak bizonyultak.
7.2. A kétfrekveniás sine-Gordon modell










µΦ + µ cosβΦ+ ζ cos (αΦ + δ)
)
α 6= β (7.41)
ahol Φ valós skalártér, α és β dimenziótlan paraméterek (frekveniák), δ egy dimenziótlan fázis-
tolás, µ és ζ pedig két dimenziós satolási állandó. A klasszikus elméletben
[µ] = [ζ] = (tömeg)2








A fenti modell nemintegrálható, ha α 6= β és sem µ, sem pedig ζ nem t¶nik el; ha a kett®
közül az egyik 0, akkor a sine-Gordon modellre redukálódik. Delno és Mussardo számos érdekes
meggyelést tett a modellel kapsolatban [DM98℄, a standard térelméleti módszereket kombinálva
perturbált konform térelméleti, valamint form-faktor perturbáiószámításon alapuló érvekkel (ld.
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7.2.1 alatt). A modellt a c = 1 szabad bozon perturbáiójaként értelmezve, a két perturbáló tag
akkor releváns, ha
β2 ≤ 8π , α2 ≤ 8π
Ezenkívül megköveteljük, hogy az elmélet a konform perturbáiószámításban szigorú értelemben
renormálható legyen, azaz ne generálódjanak új poteniáltagok. Ezek egyébként a két frekven-
ia felharmonikusai formájában jelentkeznek, de ekkor az elméletre már inkább mint nem két-











, m,n ∈ Z







A δ paraméter zikailag inekvivalens értékei a
|δ| ≤ π
n
tartományba esnek (minden más esetben a mez® eltolásával ugyanide képezhetjük vissza). Ez
azt mutatja, hogy amennyiben α/β irraionális (azaz n → ∞), akkor a δ paraméter irreleváns.
Ebben az esetben a TCSA módszer nem alkalmazható, mivel bármilyen levágás választása esetén
végtelen sok állapottal kell számolnunk (a zárt operátoralgebrát alkotó Vα vertexoperátorok az
egész valós α tengelyen s¶r¶n vannak). Alternatív nemperturbatív megközelítés hiányában a
továbbiakban ezzel az esettel nem foglalkozom.
Delno és Mussardo egyik legérdekesebb eredménye az, hogy átlagtér közelítésben egy má-
sodrend¶ fázisátalakulást találtak az α/β = 1/2 és δ = π/2 paraméterek mellett. Fabrizio és
munkatársai amellett érveltek, hogy ezt a fázisátalakulást a kvantumuktuáiók els®rend¶vé te-
hetik [FGN00℄. Azonban ennek a kérdésnek a vizsgálata az elmélet er®s satolású tartományban
történ® vizsgálatát követeli meg, amit Bajnok Zoltánnal, Palla Lászlóval és Wágner Ferenel
együtt végeztünk el [BPWT℄, és a 7.2.3 alatt tárgyalok.






ezt a modellt a rövidség kedvéért DSG2-vel fogom jelölni.
7.2.1. Form-faktor perturbáiószámítás
Tekintsünk most a perturbált konform térelméleti keretben (3.1) egy kett®s perturbáiót a
következ® hatással:





amire megköveteljük, hogy a ζ = 0 mellett adódó A(µ, ζ = 0) modell integrálható legyen. A
két perturbáló mez®r®l feltesszük, hogy az ultraibolya konform térelmélet zérus spin¶ releváns
skálázó operátorai, azaz ∆Φ = ∆¯Φ < 1 and ∆Ψ = ∆¯Ψ < 1.
Tegyük fel továbbá, hogy a A(µ, ζ = 0) modell spektruma tömeges, a tömegskálát (4.7)
alapján µ adja meg. A ζ bekapsolása általában megsérti az integrálhatóságot, megváltoztatja
a tömegspektrumot és lehet®vé teszi a rugalmatlan folyamatokat, többek között az integrálható
esetben stabil részeskék bomlását.
6
A háromfrekveniás esetet Tóth Gábor Zsolt vizsgálta [Tot04℄.
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7.2.1.1. A ζ-ban vezet® korrekiók
Delno, Mussardo és Simonetti javasolta a nemintegrálható modell dinamikájának leírására az
ún. form-faktor perturbáiószámítást [DMS96℄. Jelöljük a ζ = 0 elmélet aszimptotikus állapotait
a következ®képpen:
|Ai1 (θ1) . . . Ain (θn)〉ζ=0
A form-faktor perturbáiószámítás legfontosabb bemeneti adatai a Ψ lokális mez® mátrixelemei
(form-faktorok):
FΨi1...in (θ1, . . . , θn) = 〈0|Ψ(0, 0)|Ai1 (θ1) . . . Ain (θn)〉ζ=0
amelyek az integrálhatóságnak köszönhet®en egzaktul meghatározhatók az ún. form-faktor axi-
ómák megoldásával (amir®l egy kit¶n® összefoglalást adott Smirnov [Smi92℄). Ezek ismeretében
ζ-ban els®rendig a következ® eredmények kaphatók [DMS96, DGM06℄:
1. A vákuum energias¶r¶ség megváltozása:
δEvac = ζ 〈0|Ψ |0〉ζ=0 . (7.44)
2. A tömegnégyzet mátrix M2ab korrekiója
δM2ab = 2ζF
Ψ
ab¯ (iπ , 0) δma,mb (7.45)
(¯ az antirészeskét jelöli), feltéve, hogy a kiinduló tömegmátrix M2ab = m
2
aδab .
3. Az Aa +Ab → Ac +Ad folyamat amplitúdója a következ®képpen módosul:
δScdab (θ, ζ) = −iζ
FΨ
c¯d¯ab
(iπ, θ + iπ, 0, θ)
mamb sinh θ
, θ = θa − θb . (7.46)
Fontos megjegyezni, hogy a fenti korrekió a tömegközépponti energia (másképpen az s Man-
delstam változó) rögzítése mellett adódik. A rapiditás változóban ez a következ®nek felel
meg:
δScdab (θ, ζ) =








δθ = −maδma +mbδmb + (mbδma +maδmb) cosh θ
mamb sinh θ
a rapiditás változó eltolódása, amit a (7.45) tömegkorrekió indukál, amennyiben s-et xen
tartjuk.
4. Tegyük fel hogy az Ac részeske bomlása az Aa és Ab részeskékbe kinematikailag megenge-
dett: mc > ma +mb. Ekkor Ac nyugalmi rendszerében a kimen® részeskék rapiditásait az
energia és az impulzus megmaradása egyértelm¶en meghatározza:
ma sinh θ
(cab)
a +mb sinh θ
(cab)
b = 0 (7.47)
ma cosh θ
(cab)
a +mb cosh θ
(cab)
b = mc












∣∣∣sinh θ(cab)a ∣∣∣ (7.48)
A fenti formulákban az összes ma tömeg a ζ = 0 elmélet szerint értend®. A form-faktor per-
turbáiószámításban a magasabb korrekiók számítása jelenleg elméletileg nem megoldott, mivel
nem világos a magasabb rendekben fellép® ultraibolya divergeniák eltávolításának módja.
Megjegyzem, hogy a bomlási szélességre kapott formula a hadronok gyenge bomlásának szo-
kásos leírásával teljesen analóg. Az er®s kölsönhatás szerepét itt az integrálható perturbáió
játssza, amit nemperturbatíve veszünk gyelembe (ζ = 0) modell, a gyenge kölsönhatásnak
pedig a nemintegrálható perturbáió felel meg.
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7.2.1.2. Alkalmazás a kétfrekveniás sine-Gordon modellre
A munkában a kétfrekveniás sine-Gordon modellre az alábbi eredményeket kaptuk. Legyen






ahol m és n relatív prím. Ekkor a (7.41) modell egy n-hajtogatott sG(β, n) sine-Gordon modell-
nek (a (7.20) jelölésekkel élve) a eiδVm+e
−iδV−m operátorral vett perturbáiójaként fogható fel.
A form-faktor perturbáiószámítást alkalmazva a következ® eredményekre jutunk
7
:
1. Vákuum energias¶r¶ség megváltozása:







k = 0, . . . , n− 1 az sG(β, n) különböz® vákuumait indexeli.




















































































Természetesen a két osinus tag szerepe felserélhet®, és lehetséges a µ cos (βΦ) tagot tekinteni
a perturbáiónak.
A fenti korrekiók nagyon egyszer¶ módon kiszámíthatóak a klasszikus térelméletben, ahol
a vákuum energias¶r¶séget a poteniál minimuma, a legkönnyebb részeske tömegét pedig a
minimumhely körül végzett kis rezgések frekveniája adja meg:


























A klasszikus eredményeket a form-faktor perturbáiószámítás tökéletesen reprodukálja, ha gye-
lembe vesszük, hogy a β → 0 klasszikus határesetben8 (miközben α/β rögzített)






A vertex operátorok form-faktorai megtalálhatók Lukyanov munkájában [Luk97℄.
8
Az, hogy a ~ → 0 és a β → 0 határeset ekvivalens, a pályaintegrál formalizmusban egyszer¶ skálázási
eljárással adódik, ezt az érvelést (pontosabban a peremes esetre vonatkozó kiterjesztését) 8.5.3.2 alatt tárgyalom.
























7.6. ábra. A (7.49) vákuumenergia korrekiók és a TCSA összehasonlítása
(a) ∆E0/M2β mint ζˆ = ζM
−xβ
β függvénye (b) ∆E0/M2α mint µˆ = µM−xαα függvénye
7.2.1.3. Csonkolt konform állapottér közelítés a kétfrekveniás sine-Gordon
modellre


























ahol |Ψ〉 és |Ψ′〉 a konform Hilbert-tér két vektora.





ahol xω = 2 − ω24π . A két sine-Gordon határesetre jellemz® paraméterek a következ®képpen
foglalhatók össze:
poteniál szoliton tömeg
η = 0: µ cosβΦ Mβ
η = 1: ζ cos(αΦ + δ) Mα
A sine-Gordon satolások és a szoliton tömegek közti reláió (4.13) alapján egzaktul ismertek:
µ = κβM
xβ
β , ζ = καM
xα
α (7.56)
Vezessük be az interpoláló tömegskálát a következ® módon:
M =Mβ(1− η) +Mαη (7.57)
A µ és ζ satolásokról áttérve az M és η paraméterekre, a dimenziótlan Hamilton operátor a
következ®képpen deniálható:
hDSG = hDSG(η, l) =M
−1HDSG(ζ, µ, L) (7.58)








































7.7. ábra. A (7.50,7.51) tömegkorrekiók és a TCSA összehasonlítása
(a) δm/Mβ mint ζˆ = ζM
−xβ



















A (7.49, 7.50, 7.51) eredmények most már összehasonlíthatók a TCSA spektrummal: ezt a 7.6
és 7.7 ábra mutatja a β = 2α = 4
√
π
3 , δ = 0 esetben, mégpedig mind a µ = 0, mind pedig a ζ = 0
végpont körüli perturbáiószámításban. A ζ szerinti perturbáiószámításban egy kétszeresen
hajtogatott modellt perturbálunk, így itt minden lélegz®b®l két példány van, míg a másik esetben
a kiinduló modell egyszeresen hajtogatott, így minden lélegz®b®l sak egy fordul el®.
7.2.2. A kétfrekveniás sine-Gordon modell tömegspektruma és a szemiklasszikus
tömegformula
7.2.2.1. A DSG2 modell tömegspektrumának problémája
A DSG2 modellben a ζ-t tekintve perturbáiónak, a kiindulópont egy 2-hajtogatott modell.
Mivel
δm(k)n ∝ cos(kπ + δ) , k = 0, 1
a form-faktor perturbáiószámítás azt jósolja, hogy els® rendben
δm(0)n = −δm(1)n
és
δm(k)n = 0 , ha δ =
π
2
Mussardo, Riva és Sotkov [MRS04a℄ a Goldstone-Jakiw-féle szemiklasszikus szoliton form-faktorra
[GJ75℄ alapozva megkísérelték a DSG2 modell tömegspektrumának szemiklasszikus meghatáro-
zását.
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A (7.8) ábra szemlélteti, hogy a modellben kétfajta kink gerjesztés van: egy nehezebb (L:
long) és egy könnyebb (S: short). A szemiklasszikus form-faktor Goldstone-Jakiw alakja a
következ®képpen áll el®:
fL(θ























A keresztezési szimmetriát használva
FLL¯(θ − θ′) = 〈0|Φ(x, t)|KL(θ)K¯L(θ′)〉 = fL(θ′ + iπ|θ)
FSS¯(θ − θ′) = 〈0|Φ(x, t)|KS(θ)K¯S(θ′)〉 = fS(θ′ + iπ|θ)
(a Lorentz-invariania következtében F sak a rapiditáskülönbségt®l függ). Ha FLL¯-nek pólusa
van θ − θ′ = i(π − u)-nál, az egy olyan kötött állapotot jelent, amelynek tömege
m = 2ML sin
u
2
(hasonlóan FSS¯-re). A (7.60) közelítés miatt ez az eljárás sak az u ∼ 0 esetre megbízható. A
sine-Gordon modellben ez az eljárás β2 rendig helyesen visszaadta a Dashen, Hasslaher és Neveu
[DHN75a℄ által szemiklasszikus pályaintegrál módszerrel számolt lélegz®tömegeket [MRS04b℄.
Ezen a sikeren felbuzdulva a módszert alkalmazták a DSG2 modellre, és δ =
π
2 esetén ered-
ményül a következ®t kapták:

























A fenti eredmény mögötti megfontolás a következ®. A lélegz®k a sine-Gordon modellhez ha-
sonlóan a kinkek kötött állapotaiként állnak el®, sakhogy itt most négy lehet®ség van: K¯LKL,
KLK¯L, K¯SKS ésKSK¯S . A fenti tömegek az L, illetve az S kinkek szemiklasszikus form-faktoraiban
jelentkez® pólusoknak felelnek meg [MRS04a℄. Ennek alapján az eljárás mindkét vákuum felett





dimenziótlan satolást bevezetve, ahol M0 = 8
√
µ0/β a klasszikus szoliton tömeg (a perturbá-




















alakban vezethet® be. A szemiklasszikus határesetben (kis β) χ χ0-tól sak β
2
rendben külön-
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= ±0.0275751χ + . . . (7.63)
Ez a jóslat láthatóan ellentmond a form-faktor perturbáiószámításnak, amely nem jósol ζ-ban
lineáris tagot (továbbá szimmetria alapon belátható, hogy minden rendben ζ-ban páros és dege-
nerált tömegeket eredményez). A fenti eredmények alapján Mussardo, Riva és Sotkov kétségbe
vonták a form-faktor perturbáiószámítás helyességét, és annak megváltoztatását javasolták. Ér-
velésük lényegét az alábbiakban ismertetem.
Az els® probléma abban van, hogy gondolatmenetük a ζ → 0 esetben minden vákuum fölött a
lélegz® állapotok kétszeres degeneráióját jósolja. Azonban tudjuk, hogy a sine-Gordon modell-
ben minden egyes Bn sak egyszer fordul el®, mégpedig úgy, hogy váltakozva hol a páratlan, hol
a páros szoliton-antiszoliton satornában jelennek meg, az n paritásának megfelel®en. A szerz®k
ennek áthidalására úgy érvelnek, hogy a ζ = 0 pontban a lélegz® nem megfelel® paritású kópiája




ss¯ = 0 ha n páros f
B−n
ss¯ = 0 ha n páratlan
azaz minden n-re sak egy pólus jelenik meg az ss¯ satornában, mivel a másik pólus reziduuma
elt¶nik, és ezért a 2× 2-es ss¯ szórásmátrix a pólus helyén egydimenziós projektorrá redukálódik
(ez a (C.11) egzakt sine-Gordon S mátrix könnyen ellen®rizhet® tulajdonsága).
Ezután megmutatják, hogy a form-faktor perturbáiószámítás a degeneráiót (azaz a rossz
paritású lélegz® állapotok létezését) feltételezve módosítható úgy, hogy kvalitatíve a megfelel®
eredmény álljon el®, azaz a két lélegz® kópia abszolút értékben egyez®, de ellentétes el®jel¶
tömegkorrekiót kapjon lineáris rendben, így a kép konzisztens lehet a (7.61) eredménnyel (bár
a konkrét számításhoz olyan mátrixelemek ismerete szükséges, amik jelenleg nem állnak rendel-
kezésre, így kvantitatíve az összevetést nem tudták megtenni).
A következ®kben a TCSA módszert használva megvizsgáljuk, hogy a form-faktor perturbá-
iószámítás eredeti (7.2.1.2 alatti) változata, illetve a szemiklasszikus form-faktor módszer közül
melyik támaszható alá a modell dinamikája alapján.
7.2.2.2. TCSA analízis
Hogy perturbatív tartományban maradjunk, χ-re kis értékeket kell választanunk. Mivel a
(7.63) mérend® eektus igen kisi, ezért nagyon nagy pontosságú TCSA számításra van szükség.
Ennek érdekében β-ra a fentebb jelzett relatíve kis értékeket választottuk, ahol a TCSA elég
gyorsan konvergál, valamint a Hilbert-teret paritás szerint szektorokra bontottuk, így magasabb
levágásig el tudtunk menni, mivel egyszerre kevesebb vektort kellett kezelni.
A numerika pontosságát a δ = 0 esettel teszteltük. Ekkor a modellnek van egy
Φ → −Φ (7.64)
szimmetriája, aminek segítségével a Hilbert-teret páros és páratlan szektorra vágtuk szét. A
χ = 0 eredményeket összevetettük az egzakt S mátrix elmélettel, és 10−5 pontosságú egyezést ta-
láltunk. A vákuumállapotok a páros, a B1 egyrészeske állapotok a páratlan szektorban vannak.
Mivel a két vákuum (7.49) alapján eltér® vákuum energias¶r¶séggel rendelkezik, hasonlóképpen
a megfelel® egyrészeske állapotok is, így nagyon könny¶ mindkét egyrészeske állapothoz meg-
találni a hozzá tartozó vákuumot. ζ → −ζ alatt a teljes spektrum invariáns, de a két vákuum
és a felettük lév® állapotok szerepet serélnek, így azt várjuk, hogy
m
(0,1)
1 (−ζ) = m(1,0)1 (ζ) (7.65)











1 −m(2)1 m(1)1 −m(2)1
(TCSA) (TCSA) (FFPT) (FFPT) (TCSA) (FFPT)
0 0.27230 0.27231 0.27233 0.27233 -0.00001 0
0.001 0.27325 0.27136 0.27328 0.27138 0.00019 0.00020
0.002 0.27420 0.27039 0.27424 0.27042 0.00381 0.00380
0.003 0.27514 0.26942 0.27519 0.26947 0.00572 0.00572
0.004 0.27610 0.26847 0.27615 0.26851 0.00763 0.00764
0.005 0.27702 0.26749 0.27710 0.26756 0.00953 0.00954
0.006 0.27796 0.26652 0.27805 0.26661 0.01144 0.01144
0.007 0.27888 0.26553 0.27901 0.26565 0.01335 0.01336
0.008 0.27982 0.26455 0.27996 0.26470 0.01527 0.01526










= 1.4179631 . . .
satolási állandót választva, ecut = 18-nál 9334 páros és 9319 páratlan állapot van a zérus






= ±0.95392713 · · · × χ (7.66)
A mért tömegeket a 7.1 táblázat tartalmazza, a 7.9 ábrán pedig grakus formában mutatjuk be
ezeket. Látható, hogy nagyobb χ értékekre eltéréseket találunk, ezek a χ-ben magasabb rend¶
eektusokból származnak. (7.65)-ból világos, hogy a két tömeg különbségéb®l a ζ2 korrekió
kiesik, így a tömegfelhasadás esetén még jobb egyezést várunk, ami a táblázatból is kiolvasható:
a mért felhasadás a jóslattal a sonkolási hibán belül megegyezik (a TCSA spektrum alapján a
sonkolási hiba 2× 10−5-nek besülhet®). A tömegfelhasadás alapján megillesztve a (7.66) alatti
együtthatóra
0.95441 ± 0.00032
adódik, ami nagyon jó egyezést mutat. Megjegyzem, hogy ennek az együtthatónak a klasszikus
elméleti értéke 1 (ld. (7.53)), tehát a kvantumkorrekiók kb. 5% nagyságrend¶ek.




szimmetriát használhatjuk. Az el®z® β érték esetén kapott m±1 tömegeket a (7.2) táblázatban
soroltam fel (ecut = 18, 9334 páros és 9319 páratlan állapot). A mért és a (7.63) alapján jósolt
tömegfelhasadást grakusan a 7.10 ábrán mutatom be.
A tömegek a lebeg®pontos aritmetika pontosságán belül a ζ páros függvényeinek bizonyultak.
Ez már önmagában kizárja a lineáris korrekiót, de ennél is továbbmehetünk. A tömeg mért ζ
függésére a χ ∈ [−0.05 . . . 0.05] tartományban a
m±1 = m1 + a±χ+ b±χ
2 + c±χ3 + d±χ4
függvényt illesztve:
a+ = 0± 0.00010 a− = 0± 0.000054
b+ = −7.606 ± 0.018 b− = −7.625 ± 0.011
c+ = 0± 0.054 c− = 0± 0.033
d+ = −152.4 ± 6.9 d− = −149.5 ± 4.4
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2.5 , δ = 0 esetben. A tömegeket az Mβ szoliton tömeg egységeiben mérjük, m1 és m2
jelöli m
(0)
1 -t és m
(1)





1 −m−1 (TCSA) m+1 −m−1 (7.63)
0 0.27230 0.27231 -0.00001 0
±0.010 0.27154 0.27154 0 0.00033
±0.015 0.27059 0.27057 0.00002 0.00050
±0.020 0.26925 0.26925 0 0.00066
±0.025 0.26750 0.26746 -0.00004 0.00083
±0.030 0.26536 0.26530 0.00006 0.00099
±0.035 0.26276 0.26274 0.00002 0.00116
±0.040 0.25975 0.25971 0.00004 0.00132
±0.045 0.25625 0.25624 0.00001 0.00149
±0.050 0.25236 0.25229 0.00007 0.00165
7.2. táblázat. Mért tömegek β =
√
4π
2.5 , δ =
π
2 mellett a szoliton tömeg egységeiben a (7.63)
jóslattal összevetve. A TCSA mérés besült hibája ±0.00002.
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7.10. ábra. A TCSA-ból mért tömegfelhasadás és (7.63) összevetése β =
√
4π
2.5 , δ =
π
2 esetén
míg (7.63) a± = ±0.0165367 értéket ad, ami két nagyságrenddel nagyobb, mint a fenti illesztés
hibája. (Az is jól látszik, hogy a hibán belül b+ = b− és d+ = d−, ami azt mutatja, hogy a
két tömeg  a modell Z2 szimmetriájából adódó várakozásoknak megfelel®en  degenerált). A
satolási állandó ezen értékénél a sine-Gordon modellben 10 lélegz® állapot van, ami azt jelzi,
hogy a modell a szemiklasszikus tartományba esik, vagyis nem várhatjuk, hogy a kvantumkor-
rekiók segíthetnének (a fenti beslés alapján mindössze pár százalékosra tehet®k). Hasonló
következtetéseket vontunk le a β =
√
4π
2.2 modellben elvégzett vizsgálatok alapján.
7.2.2.3. Elméleti interpretáió
Láttuk, hogy a TCSA adatok nem támasztják alá a Mussardo, Riva és Sotkov által használt
szemiklasszikus form-faktor számításon alapuló (7.61) eredményt, ezzel szemben hibahatáron
belül megegyeznek a standard form-faktor perturbáiószámítás alapján általunk származtatott
(7.50) tömegkorrekiókkal. A következ®kben megpróbálom ezt az eredményt elméleti alapon
jobban megérteni.
1. Az els® fontos észrevétel az, hogy a kvantumeektusok az általunk vizsgált satolási érté-
keknél néhány % nagyságrend¶ek, így teljességgel kizárt, hogy az eltérés oka a (7.61) szemi-
klasszikus voltában keresend®: ez az eredmény már vezet® rendben is hibás kell legyen. Ez
nem túl meglep®, ha észrevesszük, hogy a ζ-ban lineáris korrekió együtthatója β4 rend¶.
A Goldstone-Jakiw szemiklasszikus szoliton form-faktor egyszer¶en nem konzisztens eddig a
rendig: a szoliton tömeg, illetve a mátrixelemek kvantumkorrekióját is gyelembe kell venni,
hogy β4 rendben konzisztens eredményt kaphassunk. β2 rendig konzisztens, ebben a rendben
viszont meg is egyezik a form-faktor perturbáiószámítás azon (β-ban egzakt) eredményével,
hogy nins ζ-ban els® rend¶ korrekió.
2. Az extra (rossz paritású) semleges állapotok kérdése. A sine-Gordon elmélet végesméret
spektrumának leírása, amit a 6. fejezetben részletesen taglaltam, a hajtogatott esetre pedig
7.1.3 alatt ismertettem, lehet®vé teszi ennek a kérdésnek a vizsgálatát. Arra ugyan nins
matematikai bizonyításunk, hogy a DdV egyenlet az ultraibolyában el®állítja a konform tér-
elmélet valamennyi operátorának megfelel® állapotot, és hasonlóan nins belátva, hogy az inf-














7.11. ábra. A VL és VS szemiklasszikus eektív poteniálok
ravörösben el®állna az aszimptotikus sok-részeske állapotok teljes halmaza. Viszont egyrészt
a sonkolt konform állapottér közelítésben, másrészt közvetlenül a DdV formalizmusban meg
lehet vizsgálni a legalasonyabban fekv® állapotokat, és semmi jele nins annak, hogy a leírás
ne lenne teljes, azaz mind az infravörös, mind az ultraibolya határesetben a 2-hajtogatott
modell spektrumának 7.1.3 alatt adott leírása alapján várt összes állapot megfelel®jét megta-
láljuk. Viszont nem találunk többet: azaz sehol semmi nyoma olyan rossz paritású lélegz®
állapotoknak, amik létezését Mussardo, Riva és Sotkov feltételezték.
3. A szemiklasszikus form-faktor Goldstone-Jakiw alakja sak a klasszikus megoldástól függ,
azonban ez azt jelenti, hogy pl. az L kinkre alkalmazva az aszimmetrikus poteniálvölgynek
sak a bal, S kinkre sak a jobb oldalát veszi gyelembe. Ez azt jelenti, hogy a 7.2.2.1
alatt vázolt eljárásban valójában nem az eredeti modellnek megfelel®, hanem egy (a kink
típusától függ®en) VL illetve VS szimmetrizált poteniálra számolunk (7.11 ábra). Ebb®l a
szempontból nem meglep® a sine-Gordon esetben tapasztalt egyezés, ahol minden vákuum
körül szimmetrikus a poteniál, ráadásul eleve sak β2 rendig számoltak. Ellenben teljesen
nyilvánvaló, hogy a DSG2 esetén ez az eljárás nem helyes, mert nem a modell valóságos
dinamikáját veszi gyelembe (túl a β4 rendig történ® számolás nem önkonzisztens voltán).
4. A fentiek miatt minden bizonnyal a Mussardo, Riva és Sotkov által δ = 0 mellett leszármaz-
































































δ = 0 esetén nagyon nehéz a TCSA-val numerikusan eldönteni a kérdést, mivel ott már eleve
van egy (meglehet®sen nagy) lineáris tömegkorrekió a (7.50) form-faktor perturbáiószámítás
alapján is, és nehéz ett®l elkülöníteni a β4 rend¶ ζ log ζ korrekiót. Viszont az összes fenti
elméleti probléma ezzel a számolással kapsolatban is fennáll.

















ζ = 0 ζ , µ 6= 0 µ = 0
2 vákuum metastabilis vákuum 1 vákuum
7.12. ábra. A DSG2 modell poteniálja δ = 0 esetén
7.2.3. Fázisátalakulás vizsgálata végesméret eektusok segítségével











Φ ≡ Φ+ 4π
β
(7.69)
Az η = 0 (ζ = 0) pontban két vákuum van, amiket vehetünk a Φ0 = 0 és Φ1 = −2π/β értéknél,
ami egy 2-hajtogatott sine-Gordon modellnek (SG(β, 2)) felel meg, az η = 1 (µ = 0) pontban
pedig egyetlen vákuum van a Φ = −2δ/β helyen, ami egy 1-hajtogatott modellt (SG(β/2, 1))
jelent .
A δ = 0 esetet
(
−2πβ < Φ ≤ 2πβ
)
a 7.12 ábra szemlélteti. 0 < η < 1 esetén két vákuum
van, eltér® energias¶r¶séggel, amelyek egyike metastabilis. A TCSA számítások eredményeit (a
vákuum szektorban) a 7.13 ábra mutatja be.
A spektrum legszembeötl®bb jellemz®je az elszálló állapotok jelenléte. Az energiákat a
legalsó szintet (alapállapoti értéket) levonva normáltuk. η = 0-nál az els® gerjesztett állapot
és az alapállapot felhasadása a térfogattal exponeniálisan sökken, ezt részletesen tárgyaltuk a
7.1.4 alatt mint a véges térfogatban jelenlév® instantonok okozta alagúteektus hatását. η 6= 0
esetén a felhasadásban a domináns járulék lineáris lesz: ez az eltér® vákuum energias¶r¶ség
következménye. A gerjesztett állapotok ennek megfelel®en két osztályba sorolódnak aszerint,
hogy melyik vákuum feletti gerjesztésnek felelnek meg, és az elszálló állapotok a nagyobb
energias¶r¶séggel rendelkez® vákuum felettieknek felelnek meg. Ezek metastabilisak, amit a
tipikus szintelkerülések jeleznek (vö. a rezonaniák részletes tárgyalásával a 7.3 fejezetben). η
egyhez tartásával a metastabilis állapotok elt¶nnek, a szintek átrendez®dnek a határesetben
adódó sine-Gordon modell spektrumává.
A δ = π/2 esetben a skalár mez® poteniálja
V (Φ) = −µ cos βΦ+ ζ sin β
2
Φ (7.70)
Ez a poteniál az Ising univerzalitási osztályba es® másodrend¶ fázisátalakulásra jellemz® visel-
kedést mutat, ld. a 7.14 ábrán.
Azonban a klasszikus poteniál vizsgálata sak az átlagtér közelítésnek felel meg. Annak ér-
dekében, hogy eldöntsük, a fázisátalakulás valóban létezik-e, a teljes kvantum eektív poteniálra
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7.13. ábra. A DSG2 TCSA spektruma δ = 0 és β = 4
√












7.14. ábra. A DSG2 modell poteniálja δ =
π
2 esetén
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7.15. ábra. A κ = −25µ, ν = 0 eset
szükségünk van. A modell a következ® diszkrét szimmetriákra nézve invariáns:
Φ → Φ+ 4π
β
k , k ∈ Z
Φ → −2π
β
− Φ , Z2 (7.71)
és ezeket felhasználva az eektív poteniál a következ® alakba írható:
Veff(Φ) = −µ cosβΦ+ ζ sin β
2
Φ + κ sin
3β
2
Φ + ν cos 2βΦ + . . . (7.72)
ahol . . . a feltüntetettekkel analóg magasabb frekveniás tagokat jelöli, amiket most az egysze-
r¶ség kedvéért elhagyok. Ahhoz, hogy a másodrend¶ fázisátalakulás fennmaradjon, a fázisátala-












Ha a µ, ζ, κ és ν paramétereket függetlenként kezeljük, és a fázisátalakulást ζ változtatásával
érjük el, akkor ezek a feltételek pontosan azt jelentik, hogy µ+6κ+20ν > 0 kell legyen. Vagyis a
magasabb frekveniás korrekiók képesek arra, hogy a fázisátalakulást els®rend¶vé tegyék. Egy




Ezek alapján felmerül a kérdés, hogy a fázisátmenet els®- vagy másodrend¶-e. Vegyük észre,
hogy a zikai modellben
1. A magasabb frekveniás satolási állandók µ és ζ egyértelm¶ kifejezései: κ = κ(µ , ζ) és
ν = ν(µ , ζ), amelyeket a (7.70) klasszikus poteniálból kiindulva pl. WKB (azaz β2 szerinti)
kifejtésben lehet számolni.
2. A WKB kifejtésben világos, hogy κ , ν és minden magasabb frekveniás tag együtthatója
elt¶nik, ha β → 0, ezért a kis β (szemiklasszikus) tartományban másodrend¶ átalakulást
várunk.
3. A magasabb frekveniás tagok mind irreleváns operátorokhoz tartoznak, ha β2 > 32π/9 (az
alsó határ sin 32βΦ irrelevaniájából adódik) és ezért a 32π/9 < β
2 < 8π tartományban is
másodrend¶ átalakulást várunk.
9
Fabrizio és munkatársai [FGN00℄ ebben a kérdésben tévesen azt állították, hogy egy sin 3β
2
Φ tag esetén ez
nem lehetséges.
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7.16. ábra. Fázisátalakulás jele β = 8
√
π/7 mellett a TCSA spektrumban
A tipikus viselkedést a közbens® tartományban a 7.16 ábra szemlélteti, ahol β = 8
√
π/7. Látható,
hogy a tömegrés η = 0.8-nál elt¶nik, η = 0.9-nél pedig véges. Ez a másodrend¶ átalakulás tipikus
jele: létezik egy η = ηcrit kritikus érték, hogy azM tömegrés η függvényében a következ®képpen
viselkedik:
M(η) = 0 η < ηcrit
M(η) > 0 η > ηcrit (7.74)
η-t lassan változtatva pontosan ezt látjuk, vagyis a tömegrés folytonos módon jelenik meg. To-
vábbi jele a másodrend¶ átalakulásnak az elszálló energia szintek hiánya (ami annak felel meg,
hogy ninsenek metastabilis állapotok).
A DSG2 modellben ezt a viselkedést a 0 < β
2 < 8π/3 tartományban numerikusan ellen®riztük
a TCSA módszerrel (β nagyobb értékeire a TCSA túl lassan konvergál, β2 > 4π esetén pedig,
mint tudjuk, ultraibolya divergens).
Ellen®rizhet® az is, hogy az átalakulás az Ising univerzalitási osztályba esik-e. Az alasony
energiás Hamilton operátornak meg kell ®riznie a modell paritás invarianiáját és η = ηc-nél meg
kell egyezni az Ising modell irreleváns operátorokkal történ® perturbáiójával (hiszen az energi-
askála növelésével az Ising xpont vonzó kell legyen). Ez pont a 3.1 alatt említett tömegtelen
folyamnak felel meg. A legalasonyabb dimenziójú paritásinvariáns irreleváns operátor az Ising
modell xpontját leíró c = 1/2 konform minimálmodellben L−1L¯−1ǫ, ahol ǫ az energias¶r¶ség
operátora (a jelölések tekintetében ld. C.1.3). A kritikus viselkedést®l való eltérést egy paritás
invariáns releváns operátor írja le, amib®l sak egyetlen egy van, mégpedig éppen ǫ, és a kritikus
ponthoz közel az együtthatója az η − ηcrit különbséggel arányos kell legyen. Ennek megfelel®en
az alasony energiás eektív Hamilton operátor alakja




a · (η − ηcrit)ǫ+ bL−1L¯−1ǫ+ . . .
)
(7.75)
és ezzel a konform perturbáiószámítás els® pár rendjéig számolva, az i-edik gerjesztett állapot
energiája a vákuumhoz normálva nagy térfogatban a következ®képpen kell viselkedjen:





+ . . . (7.76)
Bi ∝ a , Ci ∝ a2 , Ai ∝ b




IR az adott állapothoz az infravörös xpontban tartozó mez® skáladimenziója.
A 7.3 táblázat a (7.76) jóslat TCSA spektrumra való illesztésének eredményeit mutatja, β
három különböz® értéke mellett.
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β√
4pi
ηcrit Állapot Di Ai Bi Ci
4/7 0.866 1 0.125 −1.2 −0.003 2× 10−5
4/7 0.866 2 1.04 −128 0.001 9× 10−6
2/3 0.850 1 0.131 −1.35 −0.006 3× 10−5
2/3 0.850 2 1.03 −74 0.005 1× 10−5
4/5 0.838 1 0.145 −0.89 −0.015 2× 10−4
4/5 0.838 2 1.09 −40 −0.001 1× 10−4
7.3. táblázat. Numerikus eredmények az els® két gerjesztett állapotra β különböz® értékeinél.
(Az adatokat az M interpoláló tömegskála által adott egységekben kell érteni).
Az adatok a következ®képpen értelmezhet®k. B és C értéke azt jellemzi, milyen közel si-
került jutni a kritikus viselkedéshez. Mivel a TCSA egy véges dinamikus rendszeren alapul,
és sak végtelen szabadsági fokú rendszer lehet kritikus, ezért nem várhatjuk, hogy pontosan
kritikus viselkedést találjunk. A táblázatban feltüntetett értékek Bi értékek pontosan a son-
kolási hibák
10
nagyságrendjébe esnek, amelyek az illesztésnél használt térfogati tartományban
10−3 − 10−2 közöttinek besülhet®k, és β növelésével n®nek. Ennek alapján a fázisátalakulás (a
TCSA pontosságán belül) másodrend¶. Természetesen a numerikus adatok nem zárják ki, hogy
nagyon gyenge els®rend¶ átalakulás legyen, de ez a (7.73)-hoz hasonló egyenl®tlenségek nagyon
noman hangolt kis sértését jelentené, mégpedig β eléggé különböz® értékeinél, ami nagyon
valószín¶tlen.
Ha a xpont az Ising univerzalitási osztálynak felel meg, akkor az els® két gerjesztett állapot
a σ spin és az ǫ energias¶r¶ség operátornak kell megfeleljen, amelyek konform dimenziója:




ǫ : ∆+ +∆− = 1
és Di mért értékei ezzel az elvárható pontosságon belül meg is egyeznek. Vigyázni kell arra, hogy
a Di-vel arányos tag (7.76)-ban alasonyabb rend¶ a térfogat függvényében, ami az illesztés
pontosságát rontja. Azt is ki lehet deríteni a TCSA állapotok hullámfüggvényeinek ultraibo-
lya határesetét tanulmányozva, hogy az els® gerjesztett állapot a cos β2Φ, a második a sin
β
2Φ
operátornak felel meg, amelyek a (7.71)-ban adott Z2 szimmetria alatt páratlan, illetve páros
operátorok. Ez teljes összhangban van azzal, hogy σ páratlan, míg ǫ páros operátor az Ising
modellben. Ráadásul mind a sin β2Φ a DSG2 modellben, mint pedig ǫ az Ising modellben a
h®mérséklet paraméterhez rendelhet® (azaz ezzel lehet a rendszer tömegrését kontrollálni), és a
fenti azonosítás megegyezik egy Fabrizio és munkatársai által megfogalmazott sejtéssel [FGN00℄.
A DSG2 modell fázisdiagramját a 7.17 ábra mutatja. El®ször is, β → 0 esetén a klasszikus
poteniált használva adódik
ηcrit(β = 0) =
16
17
Mivel cos βΦ irreleváns, ha β =
√






= 0, hiszen az
elmélet a paraméterek teljes tartományában a Z2 szimmetriát sért® fázisban van. A végpontok
mellett felhasználtuk a 7.3 adatait, és erre az öt pontra megillesztettük a ηcrit(β) függvényt mint β
páros polinomját (tudjuk, hogy páros, mivel β el®jelváltása kompenzálható Φ átdeniálásával).
Ezen felül feltüntettünk még egy másik pontot is β = 4
√
π/7 satolásnál, ahol a TCSA-ból





A sonkolási hibákat az η = 0 és η = 1 pontban egzaktul ismert spektrummal történt összehasonlítás
alapján besültük.













7.17. ábra. A DSG2 fázisdiagramja
Összegzésképpen megállapíthatjuk, hogy vizsgálataink alapján a másodrend¶ fázisátalakulás
β teljes tartományában fennmarad, és az elmélet fázisátalakulási vonalát (kb. 10−3 pontossággal)
a 7.17 ábrán bemutatott görbe adja.
7.3. Rezonaniák jellemzése végesméret eektusok segítségével
7.3.1. A form-faktor perturbáiószámítás jóslata a bomlási állandóra
7.3.1.1. Ising modell
A kétdimenziós Ising modellt a xponthoz közeli skálázó tartományban az




dtdx σ(t, x) − τ
∫
dtdx ǫ(t, x) (7.77)
hatással megadható kvantumtérelmélet írja le, ahol Ac= 1
2
a c = 1/2 konform térelmélet (szabad
zérus tömeg¶ Majorana fermion) hatása, ǫ az energias¶r¶ség operátor ( ∆ǫ = ∆¯ǫ = 1/2 súlyú
primér tér) σ pedig a mágnesezettség operátora (spin operátor, ∆σ = ∆¯σ = 1/16 súlyú primér
tér). h a küls® mágneses térnek felel meg, τ pedig a h®mérséklet kritikus értékt®l vett eltérését
paraméterezi. Az alábbiakban a τ satolást fogjuk az integrálható modellt®l való eltérés mér-
tékének tekinteni. τ = 0 esetén a modellt a C.1.3 alatt összefoglalt E8 szóráselmélet írja le. A




alakban veszünk fel. Az ǫ operátor form-faktorait Delno és Simonetti [DS96℄, illetve Del-









f11 = (−17.8933 . . . )〈ǫ〉
f22 = (−24.9467 . . . )〈ǫ〉
f33 = (−53.6799 . . . )〈ǫ〉
f44 = (−49.3206 . . . )〈ǫ〉
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és ǫ egzakt vákuum várható értéke τ = 0 mellett [FLZZ98℄:
〈ǫ〉 = ǫh|h|8/15 , ǫh = 2.00314 . . .














)2 − 1 , c = 4, 5 (7.79)
ahol
f ′411 = 36.73044 . . . (7.80)
f ′511 = 19.16275 . . .
7.3.1.2. DSG2 modell












= 1 + 2 cos
π
λ
> 2 ha λ > 3
vagyis amennyiben B3 létezik, a két B1-be való bomlása kinematikailag lehetséges (ugyanez áll







ezért B2 mindig stabil. A B3 → B1 + B1 bomlásra a kimen® B1 részeskék rapiditása (nyugvó
B3 esetén) ±θc, ahol (7.47) alapján




























Q11111 (λ)R311 (λ) (7.83)
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E
L
Az AaAb szintek ζ=0 mellett
mc
ma+mb
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Az AaAb szintek ζ≠0 mellett
mc
ma+mb
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1 + 2 cos πλ
) (




















ϑc − iπλ− 1
λ
)
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Mivel a B3 a legalasonyabb tömeg¶ instabil állapot, a sonkolási hibák minimalizálása éljából
érdemes erre konentrálni. Továbbá a δ = −π/2 pontban van egy Z2 szimmetria, amit a 7.2.2.2
alatt leírtakat követve fel lehet használni a TCSA pontosságának növelésére.
7.3.2. Rezonaniák jelei véges térfogatban
Itt Lüsher eredeti ötletét [Lus91a℄ továbbfejlesztve bemutatok egy önkonzisztens és hatékony
keretet a rezonaniák véges térfogatbeli analízisére.
Tegyük fel, hogy ismerjük a vizsgált kvantumtérelmélet véges térfogatbeli spektrumát, azaz
adottak az Ei(L) energiaszintek, amelyek az i-edik gerjesztett állapot alapállapothoz viszonyított
energiáját adják meg véges L térfogatban. Legyen a vizsgált bomlási folyamat Ac → Aa + Ab
(mc > ma+mb) és tegyük fel még, hogy van egy olyan ζ paraméterünk, amelynek ζ = 0 értékére
az Ac részeske stabil.
Ekkor a ζ = 0 spektrumot a 7.18 (a) ábrával illusztrálhatjuk. Az ábrán, ahogy a továb-
biakban is, minden a térfogattal exponeniálisan leseng® végesméret korrekiót elhanyagoltam
 ezeket reziduális (maradék) végesméret korrekiónak fogom hívni. A kétrészeske szinteket
(2.3) alapján az
maL sinh θa + δab (θa − θb) = 2naπ
mbL sinh θb + δab (θb − θa) = 2nbπ (7.84)























7.19. ábra. A szintek viselkedése ζ = 0 illetve ζ 6= 0 esetén, az Ising modell numerikus adataival
illusztrálva (m1 a legkönnyebb részeske tömege ζ = 0-nál).
és
Eab(L) = ma cosh θa +mb cosh θb
összefüggések írják le, ahol δab(θ) a rugalmas szórás fázistolása, ami a kétrészeske amplitúdóval
a következ®képpen függ össze:
Sab (θ) = e
iδab(θ)
és n = na = −nb, mivel a zérus teljes impulzusú szektort vesszük. A kétrészeske energiaszint
tehát 1/L2 szerint tart az ma +mb aszimptotikus értékhez, az egyrészeske állapot (2.1) véges-
méret korrekiója ellenben exponeniálisan t¶nik el, következésképpen van egy olyan L0 térfogat
érték, ahol a két szint metszi egymást:
Eab(L0) = Ec(L0) = E0
Ha ζ 6= 0, de kisinek tekinthet®, akkor L ∼ L0 és ζ ∼ 0 mellett a degenerált perturbáiószámítás
el®írása alapján az energiaszinteket egy 2× 2-es eektív Hamilton operátor adja meg:











ahol a két állapot relatív fázisának megválasztásával elérhet®, hogy B valós és nemnegatív legyen
a (A, C valós, mivel H† = H). Az A, B és C együtthatók L-függését a továbbiakban elhanya-
goljuk és L0-ban felvett értékeikkel helyettesítjük ®ket (lentebb látjuk majd, hogy ez konzisztens
eljárás). Ennek megfelel®en a két szint felhasadása
δE(L) =
√
[(α1 − α2)(L− L0) + ζ(A− C)]2 + 4B2ζ2
A minimális felhasadáshoz tartozó Lmin térfogat:
Lmin − L0 = −ζ A− C
α1 − α2 (7.86)
vagyis a minket érdeml® tartományban L − L0 értéke ζ-ban els®rend¶, ezért az együtthatók
L-függésének elhanyagolása konzisztens. A minimális felhasadás értéke:
δE(Lmin) = 2|Bζ| (7.87)
A szintek viselkedését 7.19 illusztrálja: jól látható, ahogy a szintmetszés elkerüléssé változik.
A globális képet a 7.18 (a) ábra mutatja. ζ 6= 0 mellett nins olyan szint, amit Ac egyrészeske









7.20. ábra. A 7.18 ábrán bemutatott kétrészeske nívókból számított δn(E) fázistolás függvények
az Ec rezonania energia környezetében
állapotaként értelmezhetnénk: aszimptotikusan mindegyik állapotot AaAb kétrészeske állapot-
ként azonosíthatjuk. A fenti mehanizmus folytán ezen szintek kiterjedt platókból álló mintázatot
fognak mutatni, ez pedig annak felel meg, hogy a fázistolásban megjelenik egy Breit-Wigner
rezonania:
δab(E) = δ0(E) +−i log E − Ec − iΓ/2
E − Ec + iΓ/2 (7.88)
ahol a fázistolást most az E = Ea + Eb tömegközépponti energia függvényeként írtam fel, és δ0
az ún. háttér fázistolás, Ec a rezonania súsának megfelel® energia és Γ a szélesség. Ha (amint







akkor a fázistolásnak két extrémuma van, ld. a 7.20 ábrán. A (7.84) leírást használva a szintek





p2 +m2b → p(E)
egyenletet, és ebb®l
δ1(E) = −L1(E)p(E)
δ2(E) = −L2(E)p(E) (7.89)
ahol L1,2(E) az E1,2(L) függvények inverze. A δ1,2(E) függvényekre
δ1(E) = δab (E)− 2n1π
δ2(E) = δab (E)− 2n2π
és viselkedésüket a 7.20 ábra illusztrálja. Keskeny rezonaniára Γ-ban els®rendig számolva a
következ® összefüggés adódik:
∆δ = min δ1(E)−max δ2(E) = 4
√
−βΓ (7.90)
amit felhasználhatunk a bomlási szélesség meghatározására.
Lüsher eredetileg azt javasolta, hogy a Γ szélesség a platók közepén számítható meredekség-
b®l határozható meg. Egyszer¶ számolással meggy®z®dhetünk róla, hogy ez a meredekség Γ-val
















7.21. ábra. A reziduális végesméret eektusok bemutatása az Ising modell példáján, az A4 és
az A1A1 állapotokat ábrázolva. A kétrészeske állapotok nagyon pontosan követik a (7.84) által
megadott viselkedést, de az A4 egyrészeske állapot viselkedése teljes egészében a reziduális
végesméret eektusok következménye. A diagram a t = 0 esetben készült, amikor is a szintek
metszik egymást, de kis t-re a spektrum (a szint elkerüléseket leszámítva) gyakorlatilag teljesen
azonos a fentivel.
(azaz ζ2-tel) arányos. Keskeny rezonania esetén (7.90) ennél sokkal érzékenyebb módszert ad,
hiszen a mérend® mennyiség els®rend¶ ζ-ban. A 7.18 (b) ábrára pillantva is teljesen világos, hogy
a felhasadást sokkal jobban észre lehet venni (és mérni), mint a platók hajlásszögét. Ráadásul a
felhasadás mérése Lmin kis környezetének analízisével elvégezhet®, amivel a 7.21 ábrán illusztrált
reziduális végesméret eektusok sokkal jobban kézben tarthatók (err®l kés®bb még részletesebben
lesz szó).
Egy másik lehetséges módszer a numerikusan meghatározott δ(E) fázistolás Breit-Wigner gör-
bével történ® illesztése. Ehhez azonban az L térfogat egy meglehet®sen nagy tartományából kell a
spektrumot felhasználni (hiszen egy teljes platót tartalmaznia kell), és nagy tartományban a rezi-
duális végesméret eektusok jelent®sen változnak, ezért a δ(E) nem fogja követni a Breit-Wigner
alakot. A problémát a 7.21 ábra illusztrálja, ahol ráadásul Lüsher plató-meredekség módszere
is s®döt mond, mert a plató pont az ellenkez® irányban hajlik, mint az várható lenne (7.84)
és (7.88) alapján.
A továbbiakban az egyszer¶ség kedvéért felteszem, hogy ma = mb = m1 (ahol m1 a leg-
könnyebb részeske tömege). Az (7.85) eektív Hamilton operátorból és a (7.88) Breit-Wigner
fázistolásból (7.84) alapján az energiaszintekre adódó eredményeket Γ-ban vezet® rendig össze-







E11 (L0) = mc + Cζ
ahol δmc az Ac részeske els®rendben adódó tömegkorrekiója a ζ perturbáió hatására. A
















































∣∣∣FΨc11 (iπ, θ(c11)1 , θ(c11)1 )∣∣∣ (7.94)
és p(L) az A1A1 állapotot alkotó részeskék impulzusa a térfogat függvényében, amennyiben ezt
a δ0 háttér fázistolással számítjuk ki:




Megjegyzem, hogy Delno, Grinza és Mussardo [DGM06℄ a (7.91) és (7.92) helyett más reláiókat
írt fel, amelyekr®l a ikkben részletesen megmutattuk, hogy miért helytelenek, és megadtuk a
fönti összefüggések korrekt kvantumtérelméleti leszármaztatását. Ennek részleteire itt most nem







faktorok megjelenése azzal kapsolatos, hogy a (7.84) egyenletek következtében a kétrészeske
állapotok s¶r¶sége nem egyezik meg az egyrészeske állapots¶r¶ség négyzetével (az egyezés sak
akkor áll fenn, ha nins kölsönhatás, azaz δ = 0), és hogy ezek ugyanazok a korrekiós faktorok,
amiket Lellouh és Lüsher (más meggondolások alapján) lokális operátorok mátrixelemeinek
véges és végtelen térfogatbeli értekei közti összefüggésére korábban leszármaztatott [LL01℄.
7.3.3. A bomlási állandó meghatározása a TCSA spektrumból
7.3.3.1. A form-faktor perturbáiószámítás összehasonlítása a TCSA-val (Ising
modell)
A TCSA pontosságának ellen®rzése érdekében, valamint a (7.78) alatt deniált t paraméter
perturbatív tartományának meghatározása éljából a form-faktor perturbáiószámítás által jósolt
(7.45) tömegkorrekiókat és (7.46) S mátrix korrekiót összehasonlítottuk a TCSA numerikus
adataival. Az egyezést az A1 és A2 részeskék tömegkorrekióira a 7.22 ábra mutatja, az S-mátrix
teszt pedig a 7.23 ábrán láthatók. Mindkét teszt azt mutatta, hogy a |t| ≤ 0.005 tartomány a
t-ben perturbatívnak tekinthet®.
A DSG2 modell esetén a δ = −π/2 miatt az els®rend¶ korrekiók a 7.2.2.1 alatt tárgyaltaknak
megfelel®en elt¶nnek, így itt hasonló összehasonlítás nem végezhet®.
7.3.3.2. Numerikus módszerek a bomlási szélességek meghatározására
Az eredményekb®l a bomlásra jellemz® fc11 mátrixelemet értékeltük ki, három eljárással:
1. A (7.90) Breit-Wigner kiértékelés alapján Γ kiszámítható:
min δ1(E) −max δ2(E) = 4
√
−βΓ
amib®l a (7.48) segítségével fc11 meghatározható.
















































7.22. ábra. Az A1 és A2 tömegkorrekiója. A TCSA adatokat a keresztek jelölik (a numerikus




































7.23. ábra. Az A1A1 fázistolás t = 0, 0.005, 0.01, TCSA-ból mérve és az elméleti jóslatok mint
az E tömegközépponti energia függvénye (az m1 (ζ = 0 melletti) részesketömeg egységeiben).
A rezonania hatása az (7.46) els®rend¶ FFPT jóslattól való eltérésben jelentkezik: Ec ∼ mc ≈
2.405m1 körül egy váll jelenik meg. A (7.90) alapján végzett Breit-Wigner kiértékelésnél ennek
a váll-nak a nagy felbontású analízisét végezzük el.
















7.24. ábra. Amin δ1(E)−max δ2(E) Breit-Wigner felhasadás mint t függvénye az Ising modellben
ecut = 11 és 29 esetén.
ahol L0-t Lmin-re seréltük, ami t-ben vezet® rendig nem számít. Hasonlóképpen, az állapot-
s¶r¶ség korrekiós faktort
pL+ δt=0(E(p)) = 2nπ
alapján számoljuk, ahol δt=0 a t = 0 integrálható modell fázistolása. Ezt fejlesztett eek-
tív Hamilton módszernek neveztük el (az eredetiben improved mini-Hamiltonian method,
rövidítve imH).
3. Összehasonlítás éljából Delno, Grinza és Mussardo összefüggéseit is teszteltük, amelyek a









összefüggést adják. Ezt naív eektív Hamilton módszernek neveztük el (az eredetiben naive
mini-Hamiltonian method, rövidítve nmH).
A rástérelméletben megszokott helyzettel ellentétben, ninsen jelent®s statisztikus hibák. A
TCSA mátrixokat dupla (16 tizedesjegy) pontossággal diagonalizáltuk, így bármilyen ebb®l
adódó hiba teljes mértékben elhanyagolható. Ezzel szemben van két szisztematikus hibaforrás:
a sonkolási hibák és a reziduális végesméret korrekiók.
A sonkolási hibák egy része abban nyilvánul meg, hogy a szintek az integrálható pontban nem
metszik egzaktul egymást, amit úgy lehet modellezni, hogy (7.85)-hoz egy korrekiós mátrixot
adunk a következ® módon:












δE0 + a b
b δE0 − a
)
(7.97)
Ennek megfelel®en a minimális felhasadás
δE(Lmin) = 2|b+Bζ| = 2 |B(ζ − ζ0)| (7.98)
de a meredekségb®l B még mindig meghatározható. Az a paraméter az Lmin értékében, míg δE0
az E0 rezonania energia értékében megnyilvánuló sonkolási hibának felel meg. A Breit-Wigner
kiolvasás hasonló módszerrel korrigálható (ld. 7.24 ábra).
Ezzel az ecut levágás és a vizsgált szintmetszés megválasztása függvényében adódik egy érték
fc11-re. Ezután az
f (ecut, L) = f(L) + a(L)e
−x
cut (7.99)
alakú függvénnyel ecut függvényére extrapoláljuk, ahol f(L) a mérend® f zikai mennyiség végte-
len levágáshoz, de véges L térfogathoz tartozó értéke. A páros és a páratlan ecut értékekre adódó

































































(b) Breit-Wigner kiértékelés, R = 1.7
7.25. ábra. ecut szerinti extrapoláió a DSG2 modellben (r =
√
1+λ
2 a konform bozon kompakti-
káiós sugara)
adatokat külön kell extrapolálni. Ennek oka, hogy a TCSA-ban sak akkor lépünk minden egyes
konform modulban pontosan egy szintet, ha ecut értékét kett®vel változtatjuk, így a páros és
páratlan értékeknél számolt adatok külön alkotnak konzisztens sorozatot. A módszert a 7.25
ábra mutatja be.
A másik szisztematikus hibaforrás a reziduális végesméret korrekiókból adódik. Lüsher
eredményei szerint ezek egy exp(−ML) alakú faktorral vannak elnyomva, ahol M egy jellemz®
tömegskála (tipikusan a legkönnyebb részeske tömege). Amennyiben a bomlási állandót több
szintmetszésnél is meghatároztuk, amelyek az L1, . . . , Ln térfogatoknál jelentkeztek, az fc11
form-faktor Li-nél történt meghatározására úgy gondolhatunk, hogy az egy fc11(L) függvény
L = Li pontban felvett értéke, amelyre




ahol fc11 a végtelen térfogatban érvényes eredmény. Sajnos jelenlegi eredményeink ennek az
extrapoláiónak a végrehajtását nem teszik lehet®vé
11
.
7.3.3.3. Eredmények az Ising modellben
A A4 → A1 +A1 bomlást három szintmetszésnél mértük, az A5 → A1 +A1 bomlást egynél.
Az eredményeket a 7.4 és 7.5 táblázat tartalmazza. 7.4-b®l azt látjuk, hogy míg a korrekt eektív
Hamilton operátorból (7.95) alapján számolt mátrixelem összhangban van a Breit-Wigner kiérté-
keléssel, a Delno-Grinza-Mussardo-féle (7.96) összefüggéssel számolt mátrixelem jelent®s eltérést
mutat, és nagy térfogatnál jóskán túllövi az elméleti jóslatot, míg a másik két módszer 1 %-on
belüli egyezést mutat vele. f511 esetén eleve nagyobb hibákat várunk (magasabb energiaszintr®l
lévén szó, a sonkolási hibák nagyobbak), de a 7.5 táblázat adatai szerint még így is pár %-on
belül egyezik az eredmény az elméleti várakozással.
7.3.3.4. Eredmények a DSG2 modellben





, λ = 2r2 − 1
Az eredményeket a 7.6 táblázat foglalja össze. Ismét látható, hogy a Breit-Wigner kiértékeléssel
az imH módszer konzisztens, míg az nmH nem, továbbá abban a tartományban (r = 1.44 és
11
A véges térfogatú form-faktorok jelenleg folyamatban lév® vizsgálatától (ld. 9.2 alatt) várható egy erre
alkalmas módszer kifejlesztése.
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n m1L0 nmH (o/e) imH (o/e) Breit-Wigner (o/e)
1 18.152 37.658/37.662 33.422/33.426 33.255/33.336
2 24.900 38.871/38.939 35.736/35.799 34.574/34.887
3 34.184 39.099/* 36.829/* 36.318/*
7.4. táblázat. f ′411 mért értéke. n a szintmetszés sorszáma, L0 a helye t = 0-nál,a többi oszlopban
a három kiértékelés adatai, külön extrapolálva a páratlan és a páros ecut értékekre (o, illetve
e jelöli; ∗ azt jelzi, amikor nem lehetett megfelel®en illeszteni az extrapoláiós függvényt. Az
elméleti jóslat (7.79,7.80) alapján f ′411 = 36.730.
n m1L0 naive mH (27/28) improved mH (27/28) Breit-Wigner (27/28)
1 23.206 21.011/21.120 20.244/20.349 18.551/18.612
7.5. táblázat. f ′411 mért értéke. n a szintmetszés sorszáma, L0 a helye t = 0-nál,a többi oszlop-
ban a három kiértékelés adatai. Mivel nem lehetett megbízhatóan elvégezni a levágás szerinti
extrapoláiót, ezért az ecut = 27 és 28 mellett mért értékeket adom meg.
r = 1.5), ahol a reziduális végesméret eektusok (e−m1L0) kisik, az nmH szignikánsan eltér az
elméleti jóslattól. Sajnos a kiértékeléshez sak a legkisebb térfogatértéknél el®forduló szintmet-
szést lehetett felhasználni a sonkolási hibák nagysága miatt.
7.3.4. Általánosítási lehet®ségek
A rezonaniák szélességének végesméret spektrumból történ® meghatározására kifejlesztett
Breit-Wigner (7.90), illetve eektív Hamilton mátrix módszer (7.95) 3 + 1 dimenzióra is általá-
nosítható. Ehhez mindössze a (7.84) egyenletek Lüsher által levezetett megfelel®jét kell hasz-
nálni [Lus91b℄. Vegyük észre továbbá, hogy nem kell feltételeznünk azt sem, hogy a bomlás egy
olyan kölsönhatásnak lenne tulajdonítható, ami perturbatíve kezelhet® (azaz a hadronok gyenge
bomlásaival analóg). A (7.48) használatával fc11 a (7.95) kiértékelési formulából kiküszöbölhet®,
és a szélesség közvetlenül kifejezhet® a szintek közötti minimális felhasadással:












Az így kapott formula alkalmazhatóságának pedig semmi más feltétele nins, mint hogy a rezo-
nania maga keskeny legyen. Érvelhetünk úgy is, hogy ha nins is külön paramétere a bomlást
okozó perturbáiónak, egy keskeny rezonania esetén akkor is elképzelhetjük, hogy maga a Γ
bomlási szélesség játssza ζ szerepét (analóg érveléssel szoktak élni az analitikus S mátrix elmé-
letben az instabil részeskék leírása során).
7.4. Nemunitér kvantumtérelméletek spektruma
Ebben a fejezetben imagináriusan satolt an Toda térelméletekkel (ane Toda eld theory,
ATFT) és a redukiójukkal el®álló perturbált konform kvantumtérelméletekkel foglalkozom. Egy
ATFT úgy adható meg, hogy tekintünk egy gˆ an Lie-algebrát12, amelynek egyszer¶ gyökei
12
Az an Lie algebrák elméletét ld. V. Ka [Ka℄ könyvében.
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r nmH imH BW (e/o) FFPT ML0 e
−m1L0
1.44 0.931 ± 0.025 0.821 ± 0.021 */* 0.7759 16.469 10−7
1.5 1.328 ± 0.038 1.185 ± 0.034 */* 1.1694 12.398 2 · 10−6
1.6 0.959 ± 0.012 0.883 ± 0.011 0.904/0.893 0.9303 11.588 0.0002
1.7 0.630 ± 0.004 0.592 ± 0.003 0.584/0.587 0.6383 11.927 0.0005
1.9 0.286 ± 0.001 0.274 ± 0.001 */0.269 0.2917 13.615 0.0011
2.2 0.1076 ± 0.0002 0.1046 ± 0.0002 0.1100/0.1100 0.0999 17.475 0.0018
2.5 0.04867 ± 2 · 10−5 0.04767 ± 2 · 10−5 */0.0499 0.0392 22.309 0.0023
2.6 0.03845 ± 6 · 10−5 0.03773 ± 6 · 10−5 0.0412/0.0412 0.0295 24.089 0.0024
2.7 0.03075 ± 5 · 10−5 0.03022 ± 5 · 10−5 0.0334/0.0334 0.0224 25.946 0.0025
7.6. táblázat. s311 mért értékei. FFPT az elméleti érték, a két utolsó oszlopban a szintmetszés
helye, illetve a reziduális végesméret eektusokat jellemz® elnyomási faktor értéke látható. ∗















7.26. ábra. Az s311 (7.83) elméleti értéke ξ = 1/λ függvényében, a 7.6 táblázat numerikus
adataival együtt (az imH módszer adatai a Breit-Wigner kiértékelést®l nem különböznek lénye-
gesen, ezért az utóbbiakat mell®ztem). A besült hibák sak a sonkolási hibákat tartalmazzák,
a reziduális végesméret eektusok beslését (tekintve, hogy minden satolási állandónál sak egy
szintmetszés volt értékelhet®) nem lehetett elvégezni.
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legyenek ~α0, . . . , ~αr, ahol r az algebra rangja, és a gyökök r-dimenziós valós vektorok. Legyen





ahol n0, n1, . . . , nr relatív prím egész számok. Legyen továbbá ~Φ egy r komponens¶ skalármez®.

















klasszikus hatás adja meg. Amennyiben b = iβ imaginárius, akkor imagináriusan satolt ATFT-r®l
beszélünk. Ennek legegyszer¶bb példája a sine-Gordon elmélet, amelyre gˆ = a
(1)
1 , r = 1,
α1 = −α0 =
√














adódik (ahol a paraméterezés a szokásos konveniónktól eltér). Az an Toda elméletek in-
tegrálhatók, és valós satolás esetén unitér kvantumtérelméletek diagonális szórással [BCDS89,
BCDS90, CDS93℄; egy jó összefoglalást ad róluk Corrigan [Cor94℄. Az imagináriusan satolt
elmélet alapvet® gerjesztései a sine-Gordon modell természetes általánosításaként adódó szolito-
nok; ezek egy nemlokális szimmetria, az Uq(gˆ) algebra multiplettjeibe rendez®dnek [BL91℄, ami-
nek segítségével S mátrixuk egzaktul meghatározható [Smi91, Eft93, Hol93a, GM95, GMW96,
Tak97b, Tak97℄. Bár az imaginárius satolás esetén (a sine-Gordon modell kivételével) a ha-
tás és így a Hamilton függvény is komplex, Olive, Turok és Underwood észrevették [OTU93a℄,
hogy a szoliton megoldások energiája és impulzusa valós, Freeman pedig megmutatta, hogy az
összes magasabb spin¶ lokális megmaradó mennyiség értéke is valós [Fre95℄, így az irodalomban
többször is el®fordult az a felvetés, hogy ezek a modellek konzisztens módon unitérré tehet®k.
Ezáltal remélhet® volt, hogy a szoliton dinamika nemtriviális modelljeit kaphatjuk meg. A va-
lós satolású elméletben el®forduló gyenge/er®s satolás dualitás példájára azt gondolták, hogy
ezzel a húrelméletben és szuperszimmetrikus mértékelméletekben fontos szerepet játszó nemper-
turbatív dualitási szimmetriák egyszer¶sített modelljeiként használhatók. A Dashen, Hasslaher
és Neveu módszerét [DHN74, DHN75a, DHN75b℄ követ® szemiklasszikus kvantálás eredményei
azonban kezdeti sikerek [Hol93b℄ után problémákba ütköztek [DG95, MW95℄, mivel messze nem
volt világos, hogyan kell megválasztani a hermitikus konjugálást (vagy másképp a
~Φ tér valóssági
feltételét). Khastgir és Sasaki a klasszikus megoldásokat vizsgálva olyan eseteket talált, ami-
kor az energia komplex volt, maga a megoldás pedig véges id® alatt szingulárissá vált [KS96℄.
Természetesen elképzelhet®, hogy ezek nem a megengedett konguráiók közé tartoznak.
Másrészt ezek az elméletek, vagyis inkább a kvantumsoport szimmetriával kapott egzakt
S mátrixok megfelel® redukiójával [RS90, BL90, FL92, Smi91, Tak97a℄ sikeres leírást lehetett
adni perturbált konform térelméletekre, többek között unitér modellekre is, ami ismét abba az
irányba mutat, hogy mégissak létezik valamiféle konzisztens értelmezés.
A fenti tisztázatlan kérdések motiválták Wattsot és engem arra, hogy részletesebben meg-
vizsgáljuk ezen elméletek spektrumát [TW99, TW02℄. Az alábbiakban látni fogjuk, hogy ebben
az analízisben a végesméret eektusokra vonatkozó ismeretek lényeges szerepet játszanak.
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7.4.1. Általános megfontolások
7.4.1.1. Unitaritás és valós spektrum
Integrálható kvantumtérelmélet S mátrixát teljes mértékben meghatározzák a kétrészeske
amplitúdók
13




ijSCB (−θ)nmlk = δmi δnj (7.101)
feltételt. Ha az elmélet S mátrixa (az imaginárius an Toda térelméletekhez hasonlóan) vala-
milyen nemlokális töltések által alkotott kvantumsoport alatt invariáns, akkor a kétrészeske
S mátrixok éppen a kvantumsoport ún. R mátrixaival arányosak, és a fenti reláió az algeb-
rai struktúra egyik következménye, ezért a következ®kben soportunitaritásnak fogom nevezni.






ún. hermitikus analitiitási feltételt [Mir99℄ akkor SBC egyben egy unitér mátrix, azaz (valós














Egy kvantumtérelmélet akkor unitér, ha az állapottéren deniált skalárszorzat pozitív denit
és az S mátrix erre nézve unitér. Ehhez (mint azt a Lee-Yang modell példáján C.1.2 alatt
illusztráltam) nem elégséges a kétrészeske S mátrix (7.103) szerinti unitaritása, mivel ez még
nem jelenti azt, hogy a skaláris szorzat pozitív denit lenne.
Amennyiben a spektrum valósságát vizsgáljuk, érdemes megvizsgálni a 5.1.1 alatt leírt Bethe-
Yang egyenleteket. El®ször is világos, hogy a spektrum akkor valós, ha a (5.2) transzfermátrixok
valamennyi sajátértéke (valós rapiditások mellett) egységnyi abszolút érték¶ komplex szám. Ez
teljesül, ha a transzfermátrixok unitérek, és könnyen belátható, hogy mindig ez a helyzet, ha
valamennyi kétrészeske szórásmátrix unitér. Ezek szerint unitér kvantumtérelmélet spektruma
(legalábbis a Bethe-Yang egyenlet által adott közelítésben, ami elég nagy térfogatban egzaktnak
tekinthet®) mindig valós, ami persze nem meglep®. Sokkal érdekesebb az, hogy ezek szerint nem-
unitér kvantumtérelmélet spektruma is valós, ha a kétrészeske amplitúdók mátrix értelemben
(azaz (7.103)-nak megfelel®en) unitérek.
Nem sak unitér mátrixok rendelkezhetnek azzal a tulajdonsággal, hogy minden sajátértékük
egy fázis, az ilyen mátrixok azonban mindig hasonlóak egy unitér mátrixhoz. Mivel a spektrum
valóssága azt jelenti, hogy az összes multirészeske transzfer mátrixnak hasonlónak kell lenni
valamilyen unitér mátrixszal a rapiditások tetsz®leges valós értéke mellett, ezt nem olyan könny¶
teljesíteni. Egy lehet®ség az, ha létezik az egyrészeske állapotoknak egy (esetleg rapiditásfügg®)
átdeniálása, ami a kétrészeske S mátrixot unitér mátrixszá teszi. Ahhoz, hogy ez konzisztens
legyen minden magasabb részeske állapotra is, elég az, ha a magasabb részeske állapotokon ez
a transzformáió az egyrészeske transzformáiók direkt szorzataként hat.
A fentiekhez hasonló megfontolások tehet®k kinkek esetében is.
7.4.1.2. A tanulmányozott modellek
A következ® modelleket fogom elemezni:
1. Az eredeti imagináriusan satolt ATFT modellek. A periodikus poteniál miatt ezeknek
végtelen sok degenerált vákuuma van, a spektrum egy fundamentális szoliton multiplettb®l
építhet® fel.
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Az egzakt S mátrix elmélet alapjait ld. C.1.1 alatt.
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a) Az a
(1)































exp (2iγΦ) + 2 exp (−iγΦ)
)]
A
q = exp(πi/γ2) (7.104)
jelölés mellett a modell Uq(a(2)2 ) kvantumsoport szimmetriával bír. A fundamentális
gerjesztés egy szoliton triplett, és a kvantumszimmetria ennek kétrészeske S mátrixát





2π − γ2 (7.105)
paramétert, a fundamentális kink S mátrixa




ahol R(x, q) az Uq(a
(2)
2 ) fundamentális R mátrixa (expliite ld. [Smi91, Eft93, Tak97a℄) és
amennyiben ezt a mátrixot kell®en normáljuk, akkor S0 valós rapiditásokra fázis. ξ > π-re
a fundamentális szoliton adja a teljes spektrumot. Amennyiben ξ < π, akkor lélegz®k
jelennek meg, ξ < 2π/3 esetén pedig további (gerjesztett) szolitonok. A lélegz®ket tartal-
mazó S mátrix amplitúdók skalárok, a gerjesztett szolitonok amplitúdói pedig mindig
SKm,Kn(θ) = S
m,n
0 (θ, γ)R( (−1)m+nx , q) (7.107)
alakúak, ahol Smn0 egy fázisérték¶ skalár faktor.
) A továbbiakban szó lesz még az a
(1)
2 elméletr®l, ami két skalár térrel (
~Φ = (Φ1,Φ2)) írható
fel, a gyökök az SU(3) algebrának felelnek meg:
α1 =
√























n0 = n1 = n2
és a hatás (7.100) alapján egyszer¶en felírható. A modell fundamentális gerjesztése két
szoliton triplett, amelyek egymás konjugáltjai és a 3 illetve 3¯ ábrázolásoknak felelnek meg.
A szolitonok S-mátrixát Nakatsu határozta meg [Nak91℄, munkáját kés®bb Hollowood
általánosította az a
(1)
n esetre [Hol93a℄. A Gandenberger és munkatársai által használt
konveniókat követve [GMW96℄ bevezetem az
x = exp(3λθ) , q = − exp(iπλ) , λ = 4π
β2
− 1 (7.109)
jelöléseket. A szoliton triplettek különböz® gerjesztettségi fokokban fordulhatnak el®;
ezeket A
(a)
k -val jelölöm, ahol k = 0, 1, 2, . . . , [λ] és a = 1 a 3, a = 2 pedig a 3¯ multiplettnek
felel meg. A megfelel® tömegek
M
(A)









Itt β-t átdeniáltuk, hogy megegyezzen a szokásos konvenióval.
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k . Ezenfelül jelen lehetnek lélegz®k
is: a fundamentális szoliton kötött állapotaiként két egymáshoz konjugált lélegz® sorozat
áll el®: B
(a)
p ahol p = 1, 2, . . . [
3λ
2 ] és tömegük








p a töltéskonjugálás alatt (a kvantumsoport szempontjából ezek az














(θ) = f˜kl(θ, λ)R33¯(η˜kl x, q) a 6= b
ahol R33 és R33¯ a megfelel® kvantumsoport R mátrixok, fkl, f˜kl mindig fázis, ha θ valós
és ηkl = −η˜kl = (−1)k+l.
2. Hajtogatott modellek. A poteniál periodiitását kihasználva minden esetben lehet deniálni




2 esettel foglalkozom, ahol egyetlen
skalártér van
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. Az els® eset maga a 7.1.4 alatt tárgyalt hajtogatott sine-Gordon modell, a
második eset pedig ezzel teljesen analóg módon kezelhet®, spektruma és szórási amplitúdói
az eredeti ATFT segítségével könnyen felírhatók.
3. Redukált (RSOS) modellek. A satolási állandó bizonyos raionális értékeinél az imaginárius
ATFT modellek konform minimálmodellek perturbáióira redukálhatók, amelyek a C.1.5 alatt
tárgyalt kink típusú S mátrixokkal rendelkeznek.
a) Az Mp,p′ +Φ1,3 elmélet a sine-Gordon redukiója a β2 = 8πp/p′ satolásnál. A nemline-
áris integrálegyenletre vonatkozó alatti eredményeket a hajtogatott sine-Gordon modell
alatti analízisével összevetve, ennek a modellnek a véges térfogatbeli spektrumáról elmond-
hatjuk, hogy a 2p-hajtogatott sine-Gordon modell spektrumának egy részével azonos (a
redukió során  új skalár szorzat bevezetése mellett  a Hilbert teret is meg kell szorítani
[RS90℄).
b) Az Mp,p′ + Φ12 modell a ZMS modell redukiója γ2 = πp/p′ mellett [Smi91, Eft93℄. (A
Mp,p′ + Φ2,1 modellek is ebben az osztályban vannak az Mp,p′ + Φ2,1 ≡ Mp′,p + Φ1,2
azonosítás révén). Ennek a modellnek az alapállapotaira Dorey és Tateo írták le a DdV
egyenletet [DT00℄. Eredményeiket megvizsgálva adódik az a feltevés, hogy a perturbált
minimálmodell spektruma ebben az esetben a p-hajtogatott ZMS modell részét képezi.
) Az Mp,p′ + Φ1,5 modell a ZMS modell redukiója γ2 = 4πp/p′ mellett, aminek S mát-
rixát [Tak97a℄-ban határoztam meg (ld. még C.1.6). Dorey és Tateo fent idézett mun-
kája nyomán az a feltevés t¶nik megalapozottnak, hogy ebben az esetben a spektrum a
2p-hajtogatott ZMS modell spektrumának része.
Szeretném hangsúlyozni, hogy míg a Φ1,3 modellek esetén az összefüggés a hajtogatott sine-Gordon
modell spektrumával lényegében Al. B. Zamolodhikov [Zam94a, Zam94b℄ munkája óta ismert
(bár a gerjesztett állapotokról ezt sak a Feveratival és Ravaninivel közös[FRT00℄ munkánk-
ban mutattuk meg részletesen), a másik két esetben a kapsolatot el®ször a Watts-szal közös
[TW02℄ ikkünkben fogalmaztuk meg és demonstráltuk (ugyanitt megjegyeztük, hogy hasonló
kapsolatot várunk más ATFT modellek és a bel®lük redukióval kapható perturbált konform
térelméletek spektruma között is). Ez azért nemtriviális eredmény, mert a redukiót lehet®vé tév®
kvantumsoport az elméletnek sak végtelen térfogatban szimmetriája, így a véges térfogatbeli
spektrumok közötti kapsolat messze nem egyszer¶ kérdés (a fenti állítások szigorúan véve ma
sem tekinthet®k bizonyítottnak, de az ezeket alátámasztó ellen®rzések fényében nins okunk
kételkedni bennük).
15
Általános esetben a periodiitás a megfelel® Lie algebra súlyrásával adható meg
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A kétrészeske állapotok esetén a releváns transzfer mátrixok megegyeznek a megfelel® S mát-


















mindegyik háromszorosan degenerált, ezek mindig fázisok, ha x > 0 and q fázis. Azonban
x < 0 esetén ez nem igaz, így (7.110) alapján az elmélet spektruma mindenképpen komplex, és
semmiképpen sem lehet unitér, ha a spektrumban jelen vannak gerjesztett szolitonok is. R33¯(x, q)






1− q x1/3 e2πi/3




1− q x1/3 e4πi/3
q − x1/3 e4πi/3
)
amik nem fázisok. Így (Hollowood állításaival [Hol93a℄ szöges ellentétben) az a
(1)
2 elmélet nem
unitér, s®t spektruma is mindig komplex (a taszító tartomány egyes diszkrét pontjaitól elte-
kintve).
A lélegz®k S mátrixát a vonzó tartományban Gandenberger [Gan95℄ határozta meg el®ször:
SAB = SBA = SAB = SBA = ,
{3 +B}{3−B}
{−1 +B}{7 −B}












, B = − 1
2π
β2
1− β2/4π = −
2
λ
és rövid jelölésként A=A
(1)
0 a fundamentális szolitont, A az antiszolitont, B=B
(1)
1 az els® lélegz®t,
B=B
(2)
1 pedig a konjugáltját jelöli. Látható, hogy ezek a szórási amplitúdók sem fázisok, ennek



















(mindhárom kétszeresen degenerált), valamint három másik λ sajátérték, amelyek a
(x− q4)(x+ q6)λ3 + q6(2 + q2)(λ2 + x2λ)
+ x (q2 − 1)(1 − 3q4 + q8)(λ2 + λ)
− q2(1 + 2q2)(x2λ2 + λ) + (1− q4x)(1 + q6x) = 0
egyenlet gyökei. Hasonlóan az el®z® esethez, ezek sem fázisok, ha x < 0 (kivéve, ha q4=1), azaz
a spektrum mindenképpen komplex, ha gerjesztett szolitonok is jelen vannak (ξ < 2π/3). Ezért
az alábbiakban feltesszük, hogy gerjesztett szolitonok a spektrumban ninsenek jelen.
Ha x > 0, akkor a kétszeresen degenerált három sajátérték mindenképpen fázis, a harmadfokú
egyenlet megoldásai azonban sak akkor, ha 1/4 < | arg(q)/π| < 3/4. Így tehát remény látszik
arra, hogy ebben az esetben valós legyen a spektrum (a lélegz®ket tartalmazó szórásamplitúdók
ebben a tartományban mind fázisok).
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∣∣∣∣ ≤ 12 + 12n
valamint a ∣∣∣∣arg(q)π
∣∣∣∣ = 12 ± 12m , 1 ≤ m ≤ n








izolált pontokban lehet valós.
A magasabb k-hajtogatott modellek vizsgálata elvileg további kényszereket adhatna, mivel
ezek az eredeti modell spektrumán túl savart szektorokat is tartalmaznak. Számításaink szerint
azonban ezek spektruma is pontosan a (7.112) által megadott satolási állandóknál valós.
7.4.3. Klasszikus id®késések és S mátrix
A fenti problémák mélyebb megértésének érdekében most egy rövid kitér®t teszünk végtelen
































2 algebra fundamentális súlyai (azaz
~λi · ~αj = δij , i, j = 1, 2) és n1, n2 ∈ Z. A véges
energiás megoldások |x| → ∞ egy vákuumkonguráióhoz tartanak, és a sine-Gordon elmélet
analógiájára (ld. (C.10))
~Φ|x→∞ − ~Φ|x→−∞ = 2π
β
(m1~λ1 +m2~λ2 ) . (7.115)
összefüggés deniálja az (m1,m2) topologikus töltéseket. Az a
(1)
n Toda elméletek szoliton meg-
oldásait Hollowood adta meg [Hol92℄, a lélegz®ket Harder és munkatársai [HIM95℄, a szolitonok





























ω = exp(2πi/3) , X(θ, x, t) = exp(µ(x cosh θ − t sinh θ))
X11(θ) = X22(θ) =
cosh θ − 1
cosh θ + 1/2
, X12(θ) = X21(θ) =
cosh θ − 1/2
cosh θ + 1
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A transzfer mátrixok sajátértékeit részben numerikusan, részben pedig a LidskiiVishikLyusternik-féle
általánosított perturbáiószámítást [Lid66, MBO97℄ használva vizsgáltuk.
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m =
√
3µ, és a megoldás 3N paramétert®l függ (ai, θi, pi), ahol ai ∈ {1, 2}, θi ∈ C és pi ∈ C∗; a




cosh θi , P =M
∑
i
sinh θi , (7.117)
ahol M = 8m/β2. Az egy-szoliton megoldások alakja
τj = 1 + ω
ajpX(θ, x, t)
Ha bármelyik τj elt¶nik, a megoldás szinguláris: ez sak akkor teljesülhet, ha p
3 = −1. Ez
a feltétel a komplex p síkot három olyan tartományra osztja, ahol a megoldás értelmes, és a
függvény részletes analízisével belátható, hogy a = 1 esetén ez a három megoldás a 3, a = 2
esetén pedig a 3¯ multiplettnek megfelel® topológiai töltéseket adja.
Az N -szoliton megoldások aszimptotikus id®kre mindig egyszoliton megoldások kombináiói
lesznek. Amennyiben az összes θi valós, akkor ezek szórási állapotokat írnak le, és könnyen
belátható, hogy az X11, X22, X12 és X21 függvények éppen a szóráskor fellép® id®késést adják
meg. Két szoliton esetén
exp(m sinh θ1∆t1) = Xa1,a2(θ12) , exp(m sinh θ2∆t2) = Xa1,a2(θ12)
−1
több szoliton szórásakor pedig a folyamatot kétrészeske szórásokra bontva, az id®késéseket
páronként összegezve kapjuk a teljes id®késést, ami a C.1.1 alatt leírt S mátrix faktorizáió
klasszikus megfelel®je.
Olyan megoldások, amelyben két szoliton rapiditása egymásnak komplex konjugáltja
θ1 = θ
∗
2 = θ + iα
egy 2M cosα tömeg¶ θ rapiditású lélegz®t írnak le. Könnyen kiszámíthatjuk egy olyan lélegz®
id®késését egy szolitonon, ami a legalasonyabb B1 kvantumállapot klasszikus határesete: ehhez







i sinh θ − 1 −
1
i sinh θ + 1/2
)
Meglep® módon az id®késés komplexnek adódik (!), és további analízis azt mutatja, hogy ez
összefügg a lélegz® megoldások Khastgir és Sasaki által talált [KS96℄ szinguláris viselkedésével.
Faddeev és Korepin szolitonok szemiklasszikus kvantálásával foglalkozó m¶véb®l tudjuk [FK78℄,
hogy a kvantumos fázistolásból az id®késés a következ®képpen számolható. A lélegz® tömege a
klasszikus határesetben jóval kisebb a szolitonénál, így a probléma a lélegz® szempontjából a szo-
liton által megadott sztatikus poteniálon történ® szórás. Elemi kvantummehanikából ismert,

















i sinh θ − 1 −
1
i sinh θ + 1/2
)
(7.118)
ami tökéletesen egyezik a klasszikus megoldásból számolt id®késéssel.
Vagyis összegezve: a klasszikus lélegz® megoldások patologikus viselkedése teljes egészében
megfeleltethet® annak, hogy a kvantumos S mátrixra nemunitér eredmény adódik.
17
A klasszikus határesetben az els® lélegz® tömege éppen a klasszikus m paraméterhez tart, de m/M ∝ β2
így β → 0-ra a tömegarány elt¶nik.
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Az a
(2)
2 klasszikus megoldásainak kérdése nem ennyire tiszta eset, mivel a szoliton triplett
három tagja közül a semleges szolitonnak megfelel® megoldás nem ismert. Jelenleg a probléma
nyitott, bár a Beggs és Johnson által javasolt új módszer esetleg választ tud adni [BJ97, BJ98℄.
Ennek ellenére Watts-szal együtt kiszámoltuk a töltött szolitonokat, illetve lélegz®ket tartalmazó
szórásokat, és semmilyen problémát nem találtunk: valamennyi id®késés valós volt, és megegye-
zett a kvantumos amplitúdók klasszikus határesetével.




1 (sine-Gordon) modell esetén, mivel az eredeti modell és minden hajtogatott verziója
unitér, a spektrum valós, így a redukió és a hajtogatott modell közötti, alatt megfogalmazott
reláió alapján mindenMr,s+Φ1,3 perturbált minimálmodell spektruma valós, függetlenül attól,
hogy Mr,s unitér-e vagy sem18. Képletesen kifejezve:
ATFT unitér⇒ hajtogatott unitér⇒ redukió valós; redukió unitér
Az azonban nem igaz, hogy ezek a modellek unitérek is egyben. Bár spektrumuk része az
unitér hajtogatott modell spektrumának, a skalárszorzatuk nem egyezik meg azzal, mint ezt
már Reshetikhin és Smirnov észrevette [RS90℄. Vegyük például a 8π/β2 = 2/5 esetet, amikor a
redukió a skálázó Lee-Yang modellre vezet. A redukió után a szolitonok elt¶nnek a spektrum-
ból, ami egyben azt jelenti, hogy az SBB(θ) lélegz® S-mátrix θ = 2πi/3 pólusát megmagyarázó
Coleman-Thun [CT78℄ diagram sem létezik. A redukált modellben ezt a pólust a B önmagába
történ® fúziója magyarázza, ami viszont a reziduum rossz el®jele miatt azt jelenti, hogy a
Hilbert-téren a skalárszorzat indenit (ld. C.1.2 alatt).
A 7.27 ábra illusztrálja a hajtogatott modell és a redukált modell transzfer mátrixai közötti
korrespondeniát (a redukált modell S mátrixát ld. [RS90℄). Ebben a számolásban és a további
hasonló esetekben a következ® egyszer¶sítésekkel éltünk:
1. Elhagytuk az S-mátrixok skalár prefaktorokat (a (C.11) sine-Gordon S mátrixban ez az S++++
amplitúdó). Ezek egyfel®l fázisok, vagyis a spektrum valósságát nem befolyásolják, másrészt
pedig ugyanazok az eredeti és a redukált modellben.
2. Másrészt az amplitúdó mátrix részére mindig igaz, hogy R(x, q∗) = R(x, q)∗ és R(x,−1/q) =
UR(x, q)U−1, ahol U egy diagonális mátrix, aminek a f®átlójában mindenütt ±1 áll. Az els®
reláió következtében mindig elég a 0 ≤ arg(q) ≤ π esetet végigszámolni.
7.4.4.2. Mp,p′ +Φ1,2/Φ2,1 és Mp,p′ +Φ1,5: általános megjegyzések
Mind a három fenti modell osztálynál külön kell választani a π/γ > 1 esetet, amikor jelen
vannak gerjesztett kinkek, és a π/γ < 1 esetet, amikor ninsenek. Mint azt az a
(2)
2 ATFT 7.4.2.2
alatti vizsgálatából tudjuk, az utóbbi esetben jóval több esélyünk van arra, hogy a spektrum valós
legyen. Az S mátrix fentebb említett szimmetriái miatt elegend® a 0 ≤ arg(q) ≤ π tartománnyal
foglalkozni. Két esetben lehetünk biztosak abban, hogy a spektrum valós: egyfel®l akkor, ha
a megfelel® hajtogatott a
(2)
2 modell spektruma valós, másfel®l pedig az Mp,p±1 + Φ1,2 esetben,
amikor a redukált modellr®l a konform térelmélet révén tudjuk, hogy unitér (a Φ1,5 operátor
soha nem releváns egyetlen unitér minimálmodellben sem).
A hajtogatott modellek és a perturbált minimálmodellek közti kapsolatot a 7.28 és 7.29 áb-
rákon a K0K0 kétrészeske transzfer mátrixszal illusztrálom (hasonló vizsgálatokat végeztünk
K0K1 és K0K0K0 transzfer mátrixokkal, ugyanilyen meggy®z® eredménnyel). Látjuk, hogy
18
Bizonyos Mr,s +Φ1,3 modellekre az S mátrix hermitikus analitikus (pl. az s = r + 1 unitér esetben, vagy
r = 2 esetén), azaz ekkor a spektrum valóssága ebb®l is következik. A fenti érvelés azonban az általános esetben
is igaz.
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7.27. ábra. A M7,m+φ13 modellek és a 14hajtogatott sine-Gordon modell kétrészeske transzfer mát-
rixa sajátértékeinek összehasonlítása, a függ®leges tengelyen a sajátértékek fázisa látható. A hajtogatott
modellt a folytonos vonalak, a diszkrét értékeknél értelmezett redukált modelleket a pöttyök ábrázolják.
A két részeske relatív rapiditását θ = 1/9-nek választottuk.
vannak olyan tartományok, ahol a hajtogatott modell spektruma komplex, de az is jól látszik,
hogy egyes redukiók szerensésen kiprojektálják az ezeknek megfelel® állapotokat (más reduk-
iók ellenben nem). A spektrum valósságának eldöntése tehát további részletes analízist igényel,
aminek eredményeit az alábbiakban ismertetem.
7.4.4.3. Φ1,2 perturbáiók, π/γ > 1
Ezen elméletekben van legalább egy K1 gerjesztett kink, és a leger®sebb megszorítást a K0
és K1 közti S mátrixból kapjuk.
A p′ = ±1 mod p unitér típusúak: S-mátrixaik és transzfer mátrixaik arányosak az unitér
Mp,p+1 + Φ1,2 és Mp,p+1 + Φ2,1 modelléivel (a kink S mátrixok sak a (7.107) alatti Smn0 fá-
zisfaktorok értékében különböznek), ezért ezek az S-mátrixok hermitikus analitikusak, és így az
ezekb®l felépített összes transzfer mátrix valós energiaszinteket ad.
Numerikus számolások azt mutatják, hogy a transzfer mátrixok sajátértékei (a kinkek összes
lehetséges két- és háromrészeske kombináióját tekintve) a p′ = (p ± 1)/2 mod p modellekben
is fázisok, de ennek semmilyen magyarázata nem ismert. Ezenkívül lehetséges, hogy a kötött
állapotként el®álló lélegz®k valamelyikének S mátrixa (az a
(1)
2 elmélethez hasonlóan) nem lesz
fázis; erre semmilyen expliit példa nem ismert, másrészt azonban ezen modellek többségében
nem ismert a bootstrap bezárása, így err®l nem mondhatunk többet.
7.4.4.4. Φ1,2 perturbáiók, π/γ < 1
Ezeket a modelleket (mivel itt p′ < p) konvenionálisan az Mp,p′ +Φ1,2 ≡Mp′,p +Φ2,1 azo-
nosításon keresztül Φ2,1 perturbáióként ismerik. Ezekben nins gerjesztett kink, és lélegz®b®l is
(satolástól függ®en) legfeljebb egy, aminek összes amplitúdója fázis, vagyis a spektrum valóssá-
gának eldöntéséhez elegend® a K0 sokrészeske transzfer mátrixok vizsgálata. Ennek eredményét
a 7.30 ábra illusztrálja, ahol a hajtogatási szám 50-ig fut, és a transzfer mátrixokat 5 részeskéig
bezárólag vizsgáltuk meg.
A folytonos (vörös, kék és lila) vonalak azokat a modell sorozatokat jelölik, amikr®l az alábbi-
akban a 3. pont alatt lesz szó, a szaggatott zöld vonalak azok a modellek, amelyek alapállapotaira
ismert a megfelel® TBA egyenlet (ld. az alábbiakban).
Egy elég bonyolult mintázat látszik kialakulni: egyre magasabb transzfer mátrixokat gye-
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7.28. ábra. AzM10,m+Φ1,2 minimálmodellek és a 10hajtogatott a(2)2 ATFT K0K0 transzfermátrixai-
nak összehasonlítása θ = 5 relatív rapiditás mellett. A vízszintes tengelyen arg(q)/π látható, a függ®leges
tengelyen a sajátértékek fázisszöge. A hajtogatott modell fázis sajátértékeket vékony zöld, a nem-fázis
sajátértékeket vastag rózsaszín vonal ábrázolja, a redukált modellek sajátértékeit pedig a sárga pöttyök.
Ebben a speiális esetben a redukált modellek valamennyi transzfermátrix sajátértéke fázis.







7.29. ábra. Az M5,m + Φ1,5 minimálmodellek és a 10hajtogatott a(2)2 ATFT K0K0 transzfermátri-
xainak összehasonlítása θ = 5 relatív rapiditás mellett. A grakon jelölései hasonlóak a 7.28 ábrához,
azonban most vannak olyan sajátértékei a redukált modellek transzfermátrixának, amelyek nem fázisok:
ezeket fekete pötty mutatja.
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7.30. ábra. Numerikus eredmények a K0 transzfer mátrixokra az Mrs + Φ1,2 modellekben. A fekete
pontok azokat a modelleket mutatják, amelyek spektruma 5 részeskéig bezárólag valós, a piros pontok
azokat, amelyeké komplex, a függ®leges tengely koordinátája π/γ=s/r, a vízszintesen az r (ami a hajto-
gatási számmal megegyezik) látható. A vízszintes vonalak a (7.112) értékek közül az n = 1, 2, 3, 4 eseteket
mutatják.
lembe véve újabb és újabb modellek bizonyulnak komplexnek. Mivel sak 5 részeskéig mentünk
el, ezért sak sejtéseket tehetünk, de a kialakuló mintázat ezekkel teljesen összhangban van:
1. Világos, hogy minden olyan γ satolás, amelyre a hajtogatott modell spektruma valós, arra
a redukált modellé is az, ezek (7.112) alapján az M2m+1,4m + Φ2,1 és Mm+1,2m+1 + Φ2,1
modellek.
2. Az Mp,p+1 +Φ2,1 unitér minimálmodellek spektruma természetesen valós.
3. Úgy t¶nik, hogy azon modellek sorozatai is valósak, amelyek mentén arg(q)/π a (7.112) alatti
speiális értékek valamelyikéhez tart úgy, hogy adott hajtogatási számnál a megengedett ra-
ionális satolások közül a lehet® legközelebb esik hozzá. Az unitér modellek is ilyenek, itt a




A következ® példák: aM4k±1,3k±1+Φ1,2 sorozat, ami a arg(q)/π = 3/4-hoz tart,M3k±1,2k±1+
Φ1,2 az arg(q)/π = 2/3, M8k±3,5k±2 + Φ1,2 pedig az arg(q)/π = 5/8 értéknek felel meg, és
így tovább. Az els® három pár ilyen sorozatot a 7.30 ábrán folytonos vonal jelöli.
Némelyik modellt már korábban is vizsgálták. Ilyen például az M3,5 + Φ2,1, amir®l Mussardo
vette észre, hogy spektruma valós, annak ellenére, hogy az S mátrixa szemmel láthatóan nem
unitér [Mus92a℄.
Három másik sorozat esetén ismert az alapállapotot leíró TBA egyenlet, aminek alapján a
vákuum energiája véges térfogatban valós, ezek a következ®k:Mm+1,2m+1+Φ2,1 [RST96, Mar92,
Mar93℄, M2m+1,4m +Φ2,1 [Mel94℄, és M2m+1,4m−2 +Φ2,1 [DDT00℄; a 7.30 ábrán ezeket a szag-
gatott zöld vonal jelöli. Azonban a vákuumállapot valós volta nem garantálja a gerjesztett
állapotokét, erre példa az általunk korábban vizsgált esetben az ún. II típusba sorolt modellpá-
rok esete [KTW97℄, ahol egy komplex spektrummal rendelkez® nemunitér rendszer alapállapotát
leíró TBA egy az egyben azonos egy unitér modellével.
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7.31. ábra. Numerikus eredmények a K0 transzfer mátrixokra az Mrs + Φ1,5 modellekben. A fekete
pontok azokat a modelleket mutatják, amelyek spektruma 5 részeskéig bezárólag valós, a piros pon-
tok azokat, amelyeké komplex, a függ®leges tengely koordinátája π/γ=4s/r, a vízszintesen az r (ami a
hajtogatási szám fele) látható. A vízszintes vonalak a (7.112) értékek közül az n = 1, 2, 3, 4 eseteket
mutatják.
7.4.4.5. Φ1,5 perturbáiók, π/γ > 1
Itt is van legalább egy gerjesztett kink, és numerikus vizsgálatok azt mutatják, hogy két
sorozat lehet valós: p′ = 2p ± 1 mod 4p ahol az S mátrix hermitikus analitikus, ami garantálja
a spektrum valósságát, és a p′ = ±1 mod 4p sorozat, amelynek esetén a valós spektrum oka
nem világos. Jegyezzük meg, hogy ezek mind nemunitér kvantumtérelméletek, mivel a konform
térelméletb®l örökölt skaláris szorzat indenit.
7.4.4.6. Φ1,5 perturbáiók, π/γ < 1
Ekkor (a Φ1,2 esethez hasonlóan) sak a K0 transzfer mátrixok vizsgálata szükséges. Ezt 4
részeskéig tettük meg (a mátrixok mérete a részeskék számával itt jóval gyorsabban n®). Itt
a Φ1,2 eseténél még bonyolultabb mintázatot találtunk, amit nem is sikerült teljes egészében
szabályokba foglalnunk.
1. Az |arg(q)/π| = (1±1/n)/2 modellek itt is valósak, ezekb®l azMp,2p+1+Φ1,5 ésM2p+1,4p+4+
Φ1,5 sorozatok adódnak.
2. Itt is úgy t¶nik, hogy más végtelen sorozatok is vannak, az els® példák Mk,4k−1 +Φ1,5, ami
arg(q)/π = 1 felé tart és Mk,3k±1 +Φ1,5, ami arg(q)/π = 3/4-hoz tart.
A következ® szinten azonban, meglep® módon, 4 sorozatot találtunk. Mindegyik arg(q)/π =
2/3-hoz tart, de a határvonalhoz legközelebbi modelleket tömörít®M3k±1,8k±3+Φ1,5 soroza-
ton túl az M6k±1,16k±2 + Φ1,5 sorozat is valósnak t¶nik. Az utóbbi sorozat esetén, mivel ez
új jelenség, leellen®riztük az 5 részeske transzfer mátrixokat is, és azok sajátértékei is mind
fázisnak bizonyultak.
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A zöld szaggatott vonalak ismét olyan sorozatokat jeleznek, ahol TBA egyenletb®l tudjuk, hogy
az alapállapoti energia valós [DDT00℄, ám az el®z®ekben tett megjegyzéseinknek megfelel®en ez
semmit nem jelent a gerjesztett állapotok valósságát tekintve. Egy konkrét példát (M3,14+Φ1,5)
korábban már vizsgáltunk [KTW97℄, és éppen ebben az esetben láttuk az els® olyan elméle-
tet, amelynek vákuumállapota valós, ám gerjesztett spektrumát mind a TCSA analízis, mint
a Bethe-Yang egyenletek komplexnek mutatta, ráadásul a két módszer által adott adatok (az
elvárható pontosságon belül) teljességgel megegyeztek egymással.
7.4.5. Következtetések
Láttuk, hogy ezen modellek spektruma (leszámítva természetesen a sine-Gordon modellt)
szinte mindig komplex, kivéve esetleg a satolási állandó diszkrét értékeit. Klasszikus szinten
ennek azonban nem mindig van jele.
Az a
(1)
2 esetben (a kvantumos S mátrixszal összhangban) a lélegz®-szoliton id®késés mindig
komplex, itt tehát klasszikus szinten is jól látszik az elmélet patologikus mivolta. Megjegyezzük,






satolási állandóknál az ún. W3 minimálmodellek unitér sorozatának integrálható perturbáióját
kaphatjuk meg [dVF91℄. Ebben az esetben a lélegz®k egyszer¶en ninsenek a spektrumban, és a
redukió éppen kiprojektálja a szoliton transzfer mátrixok nem fázis sajátértékeit. β2/(4π) < 3/4
esetén a lélegz®k jelen vannak, ám q3 = ±1 esetén a redukió teljesen kiprojektálja a szolitonokat
így elvileg aW3 algebra megfelel® minimálmodelljeinek a spektruma esetleg valós lehet. Azonban
tudjuk, hogy az egyik modell ebben a sorozatban azonos az M3,14 + Φ1,5 perturbált Virasoro
minimálmodellel, amelynek spektrumáról már korábbi vizsgálataink során láttuk, hogy komplex.
Ennek oka, hogy a lélegz®k bootstrap-jének bezárásakor generálódnak olyan skalár részeskék,
amelyeknek S mátrixa nem fázis [Tak97a, KTW97℄.
Úgy t¶nik, hogy a lélegz®-szoliton S mátrixok patologikus viselkedése azon múlik, hogy van-
nak nem önkonjugált multiplettek, és ez minden esetben tükröz®dik is a megfelel® klasszikus
id®késések komplex voltában. Erre példa az a
(1)
2 elmélet, ahol a két szoliton triplett egymás kon-
jugáltja, és a lélegz®k sem önkonjugáltak. (A klasszikus szoliton-szoliton szórás ezzel szemben
minden esetben valós id®késésekkel írható le). Az a
(2)
2 elméletben a töltéskonjugálás a triplet-
tet önmagára képezi, és a lélegz®k is önkonjugáltak: ebben az esetben valóban nem is láttunk a
klasszikus esetben komplex id®késéseket. Gandenberger és MaKay megmutatták [GM97a℄, hogy
a klasszikus megoldásokat felépít® Xab(k) transzmissziós együtthatók és az a típusú szoliton b
típusú lélegz®n való szórásának Sab kvantumos amplitúdója között a következ® szoros kapsolat
van, mégpedig
Xab(ma sinh(θ)) = lim
β→0
Sab(θ)
ahol ma a lélegz® tömege. Ez könnyen ellen®rizhet® az a
(1)
2 modellre. Az a
(1)
n esetben a transz-
missziós együtthatók [Hol93b℄
Xab(k) =
ik −ma cos((a− b)π/(n + 1))





sinh θ − i
sinh θ − i/2 = limβ→0SAB1(θ)
Az összes ATFT transzmissziós együtthatói ismertek [OTU93b, KO96℄, és ezek pontosan akkor
nem fázisok, ha mindkét index (a és b) nem önkonjugált multipletthez tartozik: ilyen részes-







6 modellekben fordulnak el®
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. Mivel ez a tulajdonság örökl®dik a
szoliton-lélegz® S mátrixokra, azt várjuk, hogy ezen elméleteknek nins olyan konzisztens unitér
redukiója, amelyikben a szolitonok és a lélegz®k egyaránt a spektrum részei maradnak.
Az an Toda elméleteket kutatók között régóta ismert probléma (ld. pl. [Cor94℄), hogy
mennyiben értelmesek ezek a modellek imaginárius satolás mellett (ahol a sine-Gordon modell
természetes kiterjesztését adnák magasabb szimmetriasoportok alatt transzformálódó szoliton
multiplettekre). A kételyeket az is táplálta, hogy a legegyszer¶bb (7.4.3 alatt röviden ismertetett)
Ansatzzal megkapható megoldások általában nem töltik ki a kvantum S mátrixban feltételezett
szoliton multipletteket [MG94℄ (ennek egy példája volt az a
(2)
2 szoliton triplettjének semleges
tagja). Hasonló problémákkal szembesülünk lélegz® megoldások esetén; azonban megfelel®en
általánosított Ansatz segítségével Beggs és Johnson sokat megtalált ezen hiányzó klasszikus meg-
oldások közül [BJ97, BJ98℄, és ennek alapján elképzelhet®, hogy valójában az összes szükséges
megoldás létezik.
Bár a hatás komplex, felmerült többször is az a kérdés, hogy lehetséges-e valamiféle kon-
zisztens redukiót adni  klasszikus esetben a megoldások valamely osztályát kiválasztva, kvan-
tum esetben Reshetikhin és Smirnov munkáját általánosítva [RS90℄. Ezt az is er®sítette, hogy
1997-ban publikált munkánkig [KTW97℄ senki nem talált olyan elméletet, amelyben a spektrum
ne lett volna valós, és az ismert klasszikus megoldások is teljesen konzisztensnek t¶ntek. Ered-
ményeinkben az volt igazán meglep®, hogy annak ellenére, hogy az M3,14 +Φ1,5 minimálmodell
spektrumát a TCSA adatok egyértelm¶en komplexnek mutatják, mégis nagyszer¶en egyezik a
nemunitér S mátrixokból a Bethe-Yang egyenletekkel számolt jóslatokkal, a Hamilton operátor
komplex sajátértékeit is beleértve. Hasonlóképpen, mint fentebb láttuk az a
(1)
2 elmélet pato-
logikus szoliton-lélegz® S mátrixai is teljes mértékben konzisztensek a (komplex) klasszikus
id®késésekkel, még akkor is, ha megfelel® klasszikus megoldás esetleg szinguláris.
Ennek alapján úgy vélem, hogy az integrálható struktúra és a kvantumsoport S mátrixok
akkor is érvényben maradnak, amikor a spektrum nem valós, és a formális S mátrix leírás teljes
mértékben m¶köd®képes. Másrészt azonban a fentiek alapján úgy t¶nik, hogy konzisztens uni-
tér (vagy legalább valós spektrummal rendelkez®) redukiót találni sak a paraméterek nagyon
speiális értékei mellett lehet.
Érdekes nyitott probléma az ATFT-k szemiklasszikus kvantálása: ez választ adhatna arra,
hogy a korrespondenia a kvantumos S mátrixokkal fennáll-e a kvantumkorrekiók gyelembe
vétele után is (a fentiekben mindig sak a szigorú klasszikus határesetet vizsgáltuk meg). Mint
már utaltam rá, a meglév® próbálkozások [Hol93b, DG95, MW95℄ közül az utóbbi kett®nek
az eredményei ellentmondanak egymásnak; ennek oka az, hogy nem tisztázott, pontosan milyen
valóssági feltételt kell a klasszikus megoldásokon kiróni, hogy az ennek alapján a klasszikus megol-
dás körüli kis rezgésekre kapott bázis alapul szolgáljon a Dashen, Hasslaher és Neveu módszerén
[DHN74, DHN75a℄ alapuló számításoknak (ez egyébként Hollowoodnál [Hol93b℄ sins tisztázva,
daára annak, hogy az tömegkorrekióra kapott eredményei helytállónak t¶nnek). Mint fentebb
említettem, az sem világos, a klasszikus megoldások (vagy általánosabban a konguráiók) mely
halmaza tekinthet® konzisztens kiindulópontnak.
A redukált modelleket tekintve itt most nem bosátkozom részletes fejtegetésekbe, mivel
valamennyi lényeges következtetés megtalálható 7.4.4 alatt. Az alapvet® nyitott kérdés az, hogy
a hajtogatott modellb®l a redukáltra történ® projekiót expliite megadjuk; amennyiben ez sike-
rülne (pl. a kvantumsoport szimmetria megfelel® módosításával, ami periodikus határfeltételek
esetén is m¶ködik), a spektrum valós volta sokkal könnyebben lenne vizsgálható, mivel ehhez sak
a hajtogatott modell spektrumának ismerete kell. Ez utóbbihoz pedig a Dorey és Tateo által az
a
(2)
2 modell alapállapotára felírt DdV egyenlet [DT00℄ teljes spektrumra való kiterjesztése vezet-
het el. Érdekes kérdés továbbá a bootstrap bezárása ezekben a modellekben; a legegyszer¶bb
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Az an Toda elméletekben minden részeske a megfelel® Lie-algebra ún. fundamentális ábrázolásaihoz
rendelhet®; a kvantumos szolitonok pontosan az adott ábrázolásban transzformálódnak, és a konjugáió pontosan
megfelel az ábrázolás kontragradiensének.
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olyan példa, amelyben ez mind a mai napig nem történt meg, az M3,5 + Φ1,2 modell (többen,
köztük jómagam is, sikertelenül próbálkoztunk, még a TCSA spektrum részletes analízisével sem
tudtam el®bbre jutni).
8. Nyílt határfeltételek (peremes
kvantumtérelméletek)
Az eddigi vizsgálatok kiterjesztéseként most olyan modellekkel foglalkozom, amelyekben va-
lódi, térben lokalizált határfeltétel (perem) van jelen. Els®ként a végesméret eektusok leírására
alkalmas módszereket, a peremes Bethe-Yang egyenleteket, valamint a termodinamikai Bethe
Ansatz és a TCSA peremes kiterjesztését veszem sorra. Ezután alapvet® példaként megadom a
peremes sine-Gordon modell véges térfogatbeli spektrumának TCSA segítségével történ® elemzé-
sét, amivel számos olyan eredmény ellen®rizhet®, amelyek az egzakt reexiós faktorok elméletéb®l
származnak. Ilyenek pl. a Ghoshal és A. B. Zamolodhikov által származtatott (C.30,C.31)
egzakt reexiós faktorok [GZ94, Gho94℄, az Al. B. Zamolodhikov által meghatározott (C.33)
összefüggés a Lagrange-i paraméterek és az egzakt reexiós faktorok paraméterei között [Zam99℄,
valamint a (C.34) peremes energiajárulék, továbbá a Dorey és Mattsson által Dirihlet határfel-
tételek esetére megsejtett peremes gerjesztett állapot spektrum [MD00℄, amit Bajnok Zoltánnal,
Palla Lászlóval és Tóth Gábor Zsolttal általánosítottunk tetsz®leges integrálható határfeltételekre
[BPTT02℄.
Közbevet®leg röviden ismertetem a peremes kvantumtérelmélet néhány alapvet® fogalmát,
amelyek tisztázása Bajnok Zoltánnal, Böhm Gabriellával és Palla Lászlóval végzett közös munka
eredménye [BBT02, BBT04, BPT06a℄, és tetsz®leges térid® dimenzió esetén érvényes.
Ezután [BPT05b℄ alapján rátérek a véges térfogatbeli spektrum szemiklasszikus elemzésére,
aminek egyik haszna, hogy nagyon konkrét és expliit képet alkothatunk a peremes kvantumtér-
elmélet jellemz® állapotairól, valamint fontos kiindulópont lesz a végesméret eektusok további
elemzésében. Valójában az ennek során származtatott eredmények alapján sejtettük meg az
ezt követ®en ismertetett peremes Lüsher formulát, amit az ún. klaszter sorfejtéssel vezettünk
le, és számos ellen®rzésnek vetettünk alá [BPT05a℄. Ennek kapsán vet®dött fel az egyré-
szeske satolás kérdése, a tárgyalást az erre vonatkozó eredmények ismertetésével folytatom
[BPT05a, BPT06a℄. A sort egy olyan alkalmazással zárom, ami ismét kilép az 1 + 1 dimenziós
kvantumtérelméletek világából: a Casimir eektus egy olyan újszer¶ származtatását mutatom
be, amely az eddigiek során szokásos módszerekhez képest teljesen más kiindulópontból, a kis
energiákon érvényes zikai leírás fel®l közelít, ennek következtében automatikusan véges, renor-
málást nem igényel, és tetsz®legesen kölsönható elméletben képes megadni a Casimir er® nagy
távolságokra érvényes sorfejtését [BPT06b, BPT06a℄.
8.1. Végesméret eektusok perem jelenlétében
8.1.1. Peremes Bethe-Yang egyenletek
A Bethe-Yang egyenletek peremes kiterjesztését nemdiagonális szórás esetére Ahn és Nepo-
mehie adta meg [AN00℄ (diagonális szórásra korábban Fendley és Saleur már felírták [FS94℄).
Mivel a gondolatmenet nagyon hasonló az 5.1.1 alattihoz, ezért most kevésbé részletezem, és
tömörebb jelölésmódot használok ([BPT01℄ alapján).
Tekintsünk N részeskét egy véges L hosszúságú intervallumon. Legyen az Ai részeske
tömege mi, rapiditása θi (amir®l feltehetjük, hogy pozitív, mivel a peremen történ® reexió
esetén az impulzus el®jelet vált, ezért sak a rapiditás abszolút értéke számít), valamint legyenek
a bels® kvantumszámai αi (amelyek megkülönböztetik az mi tömeg¶ multiplett többi tagjától).
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Az Ai részeske reexiós faktorait a bal/jobb peremen jelölje R
(i)
L (θi) illetve R
(i)
R (θi), az Ai és
Aj kétrészeske szórásmátrixát pedig S



































Egy olyan transzfer mátrix saládot vezetünk be, amely a V1 ⊗ · · · ⊗ VN téren hat, ahol Vi az a
bels® tér, aminek bázisán az Ai részeske αi multiplett indexe végigfut. A Tk transzfer mátrix
a hullámfüggvény egy unitér transzformáióját írja le, amely annak a monodrómia m¶veletnek
felel meg, hogy az Ak részeskét elvisszük a bal peremig (miközben szóródik az útjába es® több
részeskén), azon visszaver®dik, eljut a jobb peremig, amin ismét visszaver®dik és aztán eredeti
helyére tér vissza. Az eredmény nem függ a visszaver®dések és kétrészeske szórások részletes















ahol a multiplett indexeket expliiten nem írtuk ki (az amplitúdókon feltüntetett fels® indexek
alapján könnyen helyreállíthatók).
A faktorizáió egy másik következménye, hogy a Tk mátrixok egymással felserélnek. Az
állapot hullámfüggvénye egy olyan ψα1...αN vektorral jellemezhet®, ami a V1 ⊗ · · · ⊗ VN tér egy




k (θ1, . . . , θN )ψ = ψ , k = 1, . . . ,N (8.1)
A transzfer mátrixot szorzó faktort az Ak részeskének megfelel® síkhullám komponens ered-
ményezi. A (8.1) egyenleteket peremes Bethe-Yang egyenleteknek nevezzük. (Itt most nem
tüntettem fel az η statisztikus fázisokat, amelyek standard bozonok/fermionok esetén  mivel
mindig párban fordulnak el®  amúgy is kiesnek).
Jelölje a T
(1,...,N)
k (θ1, . . . , θN ) transzfer mátrixok sajátértékeit λ
(s)
k (θ1, . . . , θN ), ahol s =
1, . . . ,DN és DN = dimV1⊗· · ·⊗VN , a megfelel® közös sajátvektoraikat pedig ψ(s) (θ1, . . . , θN ).
A (8.1) Bethe-Yang egyenletek megoldását a
ψ = ψ(s) (θ1, . . . , θN )
amplitúdók adják, feltéve, hogy a rapiditások megoldják a
exp (2imkL sinh(θk))λ
(s)
k (θ1, . . . , θN ) = 1 , k = 1, . . . ,N (8.2)
(rögzített s mellett). Ezek az egyenletek lényegében a véges térfogatbeli impulzus kvantálási





A periodikus határfeltétel esetén érvényes (5.3) egyenletekhez hasonlóan, ez a megközelítés is sak
az 1/L-ben analitikus végesméret korrekiókat adja meg, azaz sak akkor érvényes, ha mkL≫ 1
8.1. Végesméret eektusok perem jelenlétében 121
minden k-ra. Ha a részeskéknek ninsenek multipliitás indexei, a transzfer mátrixok skalárok
és közvetlenül behelyettesíthet®k (8.2)-be.
A periodikus esethez hasonlóan a (8.2) logaritmusát véve
2mkL sinh(θk)− i log λ(s)k (θ1, . . . , θN ) = 2πIk , k = 1, . . . ,N (8.3)
ahol Ik ∈ Z az ún. Bethe kvantumszámok. Ilyen módon egy sokrészeske állapotot a sajátvektor
s indexével és az I1 , . . . , IN kvantumszámokkal jelölhetünk meg, általában egyértelm¶ módon,
feltéve, hogy a logaritmus ágát konzisztensen választjuk meg.
8.1.2. Peremes kötött állapotok leírása véges térfogatban
Egy M tömeg¶ skalár részeske esetén (8.3) a következ® alakot ölti:
2ML sinh(θ)− i logRL (θ)− i logRR (θ) = 2πI (8.4)
A vákuum állapothoz képest az állapot energiája a következ® alakba írható:
E(L)− E0(L) = ER +EL +M cosh θ
ahol ER,L a jobb/bal perem energiája (mivel a perem is lehet gerjesztett állapotban). Kis térfo-
gatban (ML ≪ 1) az (8.4) egyenletnek mindig van valós megoldása, de ML nagyobb értékeire







A reexiós faktorok általános tulajdonsága, hogy i logRL,R(θ) határértékei végesek, ha θ → ±∞;
(C.24) következtében pedig páratlan függvényei θ-nak. Ezért a
2ML sinh(θ) = i logRL (θ) + i logRR (θ) (8.5)
egyenletnek mindig van két, egymással ellentett el®jel¶, nemzérus megoldása, ha
2ML < ρL + ρR





értéket, akkor a megoldások az origóban találkoznak.
Mi történik ezután? Ha ML0 ≫ 1, a Bethe-Yang leírás a spektrum egy jó közelítése kell
legyen. De az energiaszintek nem t¶nhetnek sak úgy el, mivel minden nívó L-nek egy folytonos
függvénye. Ha a TCSA módszerre gondolunk, az energiaszintek egy L-t®l simán függ® hermitikus
Hamiltoni mátrix sajátértékei, ezért nem válhatnak pl. komplexszé
1
.
A megoldás az, hogy a két gyök nem t¶nik el, hanem két egymáshoz képest konjugált imagi-
nárius megoldásban folytatódik. θ = iu helyettesítéssel
2ML sin(u) = logRL (iu) + logRR (iu) (8.6)
Mivel a reexiós faktorok értéke (C.25) következtében az imaginárius tengelyen mindig valós.
Ennek az egyenletnek pontosan akkor van két, egymással ellentett el®jel¶ valós megoldása, ha
L > L0 és ekkor
E(L)− E0(L) = ER + EL +M cos u
1
Itt felteszem, hogy a kérdéses kvantumtérelmélet unitér.
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Azonban bármilyen valós részeske állapotnak legalább ER + EL + M energiája van, a fenti
energia azonban ennél határozottan kisebb, vagyis az ennek megfelel® állapotot másképp kell
interpretálni. Legyen az RL és RR reexiós faktorok imaginárius tengelyen lév® pólusai közül az
origóhoz legközelebb fekv® az iu∗ helyen és a határozottság kedvéért legyen ez az RL szingulari-
tása. Ekkor
u → u∗ as L → ∞
vagyis
E(L =∞)− E0(L =∞) = ER +EL +M cos u∗
Ha u∗ a bal perem egy |B∗L〉 peremes gerjesztett állapotának felel meg, akkor az egzakt R mátrix
elmélet szerint egy ilyen állapot energiája
E∗L = EL +M cos u
∗
vagyis kézenfekv®, hogy az adott energiaszint végtelen térfogatban egy olyan állapothoz tartozik,
amelyben a bal perem gerjesztve van.
Amikor a jobb és a bal peremfeltétel azonos, akkor u = u∗-nál kett®s pólus van. A fenti
megoldás ekkor is létezik, de két olyan állapotnak kell lennie, amelyikben az egyik perem ger-
jesztve van. Ekkor a fenti megoldást úgy foghatjuk fel, mint az egyik lehetséges hullámfüggvény
realizáióját. A 8.2.2 alatt tárgyalt peremes TCSA vizsgálatok azt mutatják, hogy a másik
lehetséges állapot a (8.5) egyenlet egy olyan megoldásához tartozik, amelyre u′ > u∗ és L → ∞
esetén szintén u∗-hoz tart. Az is világos, hogy véges térfogatban a két állapot közül ez utóbbinak
van alasonyabb energiája.
Ha L∗ azonos az R peremállapottal, akkor zikai alapon sak egy állapot létezhet, de a (8.5)
egyenletnek továbbra is két megoldása van. Ez azt mutatja, hogy a (8.1) Bethe-Yang egyenletek-
nek nem minden megoldása tartozik szükségszer¶en zikai állapothoz. Ez a helyzet pl. abban az
esetben is, ha az u∗ pólushoz nem tartozik peremes gerjesztett állapot, azaz ún. Coleman-Thun
pólus. A 8.2 fejezetben mutatok majd példákat a fentebb tárgyalt mehanizmusokra.
A fenti eredmények és velük kapsolatos további részletek megtalálhatók a Bajnok Zoltánnal
és Palla Lászlóval közösen írott [BPT01℄ ikkben. Végezetül megjegyezzük, hogy analóg megfon-
tolások a kétrészeske S mátrixok pólusaival kapsolatban is tehet®k, amint azt [KTW97℄-ben
(periodikus határfeltétel mellett) Kaush-sal és Watts-szal együtt tárgyaltuk, és ahonnan a pe-
remes esetre magát az ötletet átvettük.
8.1.3. Peremes termodinamikai Bethe Ansatz
A termodinamikai Bethe Ansatz egyenleteket LeClair, Mussardo, Saleur és Skorik terjesztette
ki peremes kvantumtérelméletekre [LMSS95℄, a következ® feltételek mellett. Vegyünk egy integ-
rálható kvantumtérelméletet, amelynek spektrumam1, . . . ,mn tömeg¶ részeskékb®l áll, amelyek
között nins tömegdegeneráió, valamint a peremes állapotok sem degeneráltak energiában. A
szórás tehát diagonális, ami most azt jelenti, hogy mind a kétrészeske S mátrix amplitúdók,
mind pedig az R egyrészeske reexiós faktorok egy rapiditásfügg® fázistolásra redukálódnak.
Tekintsük az elmélet vákuumállapotát egy L hosszúságú intervallumon, az i típusú részeske
reexiós faktora a bal illetve jobb peremen legyen R
(i)
L (θ) illetve R
(i)
R (θ). Tételezzük fel to-
vábbá, hogy a reexiós faktoroknak nins pólusuk a θ = iπ2 helyen (8.31 alatt majd látjuk, hogy
ennek az a következménye, hogy az ún. peremes egyrészeske satolások elt¶nnek). Ekkor a
vákuumállapot energiáját az L térfogat függvényében a
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formulába helyettesítve nyerhetjük, ahol
φij(θ) = −i d
dθ



























A fenti egyenletek gerjesztett állapotokra való kiterjesztését Dorey és munkatársai adták meg a
peremes Lee-Yang modell keretei között [DPTW98℄.
8.1.4. A TCSA módszer peremes kiterjesztése
A TCSA módszert peremes kvantumtérelméletekre Dorey és munkatársai terjesztették ki
[DPTW98℄, akik alapvet® példaként a peremes skálázó Lee-Yang modellt tárgyalták. Ebben a
dolgozatban nem foglalkozom peremes minimálmodellek perturbáióiként kapható modellekkel;
sak a szabad bozon perturbáiójaként megkapható peremes sine-Gordon elméletet (ld. C.2.2
alatt) tárgyalom. Ehhez nins szükség a peremes konform térelméletek apparátusára, ezért a
továbbiakban sak a c = 1 peremes TCSA alkalmazásához szükséges részleteket ismertetem.
A véges térfogatban a térid® most a 0 ≤ x ≤ L, −∞ < t < ∞ sáv. A sine-Gordon modell
























(Φ(t, x = L)− ΦL)
}
alakot ölti. Az ennek megfelel® perturbált konform térelmélet Hamilton operátora a C.2.2 alat-




















e−βΦL/2Ψ1(x = L) + eβΦL/2Ψ−1(x = L)
)




























és a perturbáló operátorok V(2k,0) + V(−2k,0), illetve e
−βΦ0/2Ψk + eβΦ0/2Ψ−k. Erre a továbbiakban
nem térek ki.
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Im z
Re zτ=0 −1 +1
x=Lx=0
8.1. ábra. A sáv leképezése a fels® félsíkra





(kevert peremfeltételek esetén pedig sak a Neumann határfeltételnek megfelel® oldalon kell hoz-
záadni peremes perturbáiót, és kompaktikáiós sugarat (8.10) adja meg). A fenti kifejezésekben
szerepl® konform térelméleti Hamilton és vertex operátorokat B.30 alatt tárgyalom.
Bevezetve a τ = it euklidészi id®t és a ξ = τ − ix komplex koordinátát, a ξ → z = e piL ξ
transzformáió a sávot a z változóban a fels® félsíkra képezi (8.1 ábra). Ennek segítségével (Dorey




















































alakban állíthatjuk el®. A (4.13) alatti tömegrés összefüggés segítségével a fenti kifejezéseket
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paraméterek a peremes poteniál er®sségét jellemz® dimenziótlan satolási állandók. A (C.33,C.36)





paraméterek és a hozzájuk tartozó reexiós faktorokat jellemz®
η0,L , ϑ0,L
Ghoshal-Zamolodhikov paraméterek között.
8.2. A peremes sine-Gordon elmélet véges térfogatban: TCSA analízis
Az el®z® fejezet végén vázolt peremes TCSA módszert alkalmazva, Bajnok Zoltánnal és Palla
Lászlóval együttm¶ködésben megvizsgáltuk a peremes sine-Gordon modell spektrumát [BPT01,
BPT02a℄. Az alábbiakban ennek a munkának az eredményeib®l adok ízelít®t.
8.2.1. Általános (perturbált Neumann) határfeltételek
A peremes TCSA-ban egy adott ecut levágás alatti állapotok száma er®sen függ a β satolástól
(a (8.10) alatti r kompaktikáiós sugáron keresztül), mivel (B.32) szerint Neumann határfeltéte-
lek mellett a konform Hilbert-tér több modul összege, és ezek száma er®sen függ r-t®l, mégpedig
r növelésével rohamosan n®. Másfel®l viszont éppen nagy r mellett konvergál jobban a TCSA a
levágás függvényében: az ultraibolya divergeniák éppen r < 2-nél (β >
√
4π) jelentkeznek, és
minél távolabb vagyunk ett®l a tartománytól, annál jobb a konvergenia.
Ezen a problémán úgy lehet segíteni, hogy olyan határfeltételeket használunk, amelyekre
Φ0 = ΦL = 0 (azaz a Ghoshal-Zamolodhikov paraméterekkel ϑ0 = ϑL = 0), akkor ugyanis
(a 7.2.2.2 alatt ismertetett eljárás analógiájára) a Φ 7→ −Φ Z2 szimmetria lehet®vé teszi a
Hilbert-tér páros/páratlan szektorokra történ® projekióját. Amennyiben a peremes kötött ál-
lapotok spektrumát tekintjük (ld. C.2.2 alatt), ez nem függ ϑ-tól, ezért az általános spektrum
ebben az esetben is tanulmányozható.
Megjegyzem, hogy (C.33) alapján a perturbálatlan Neumann határfeltételnek (µ˜ = 0) az
η = ηN = π
λ+ 1
2
, ϑ = 0
paraméterek felelnek meg.
8.2.1.1. A perem energiája
A numerikus adatok segítségével el®ször a (C.34) alatti peremes energiajárulékot teszteljük.
Az alapállapot energiája nagy térfogatban
E0(L) = BM2L+ Eb(η0, ϑ0) + Eb(ηL, ϑL) +O(e−ML) (8.11)
ahol B a (4.14) univerzális vákuumenergia állandó. Ezt a jóslatot a 8.2 ábrán hasonlítjuk össze a
TCSA numerikus adatokkal. Az egyezés annyira jó, hogy a fenti jóslatot a numerikus adatokra
illesztve az 5 ≤ ML ≤ 15 intervallumban, B és a peremes energiajárulékok összege elfogadható
pontossággal meghatározható.
A peremes energiajárulék ϑ függését is ellen®riztük: az állapotok nagy számát azzal lehet
kompenzálni, hogy mélyen a vonzó tartományban számolunk, ahol a TCSA gyorsan konvergál.
A λ = 17 választással és ecut = 13 mellett 4147 állapottal kell számolni, és a 6 ≤ ML ≤ 17
tartományban egyenest illesztve a peremes energiajárulék mérhet® volt: az eredményeket a 8.1
táblázat tartalmazza.
Megjegyezzük, hogy a fenti egyezés nem sak a (C.34) peremes energiajárulék formulát, de
a (C.33) reláiót is alátámasztja, hiszen mint 8.1.4 végén írtam, a TCSA bemen® paramétereit
ennek segítségével lehet az η , ϑ paraméterekbe átszámolni.
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+ η = 0.9ηN
o η = 0.7ηN


















8.2. ábra. Az E0(L) alapállapoti energia β =
√
π esetén, η0 = ηL = η és ϑ0 = ϑL = 0 mellett.
ϑ E(ηN , 0) + E(η, ϑ) (jósolt) E(ηN , 0) + E(η, ϑ) (TCSA)
5 −0.22259 −0.226959
10 −0.29012 −0.29986




π) és η = 0.7ηN .
8.2.1.2. Reexiós faktorok és a peremes gerjesztett állapotok spektruma
Az összehasonlítást sak a ϑ0 = ϑL = 0 határfeltételekre végzem el. Ennek megfelel®en
alkalmazhatjuk a paritás szerinti szektorokra bontást. Megjegyzem, hogy míg a Bn lélegz®
paritása (−1)n, a szolitont és az antiszolitont a Φ → −Φ transzformáió felseréli. Az egyes
peremes gerjesztett állapotok paritása annak alapján dönthet® el, hogy a megfelel® pólus a P±Q
amplitúdók közül melyikben fordul el® (ld. (C.30); ϑ = 0 esetén P+ = P− = P ). A C.2.2 alatti




(az alapállapotot minden esetben üres |〉 jelöli). A véges térfogatbeli állapot paritása természe-
tesen a két perem, illetve a közéjük zárt részeskék paritásainak szorzata. A C.2.2 alatt szerepl®
spektrumot λ (vagy másképpen β) és η számos különböz® értéke mellett ellen®riztük. Az egyik
peremen mindig tiszta Neumann határfeltételt (η = ηN ) vettünk fel, az ennek megfelel® peremes
állapotokat N index különbözteti meg. A két peremre várt gerjesztett állapotok ennek megfe-
lel®en osztályozhatók. A λ = 7 és η = 0.9 ηN modell páros szektorát a 8.3 ábrán, a páratlant
a 8.4 ábrán mutatom be amelyeken az M szoliton tömeggel dimenziótlanított energiaszinteket
ábrázoltam l függvényében, a (páros szektorban lév®) alapállapothoz viszonyítva. Mindkét áb-
rán a folytonos vonalak az interpolált TCSA adatok, míg a különböz® szimbólumok a peremes




Az ábrák egyértelm¶en mutatják, hogy az általunk [BPTT02℄-ban leszármaztatott gerjesztett
állapoti spektrum helytálló. Különösen gyelemre méltó, hogy nem látunk sehol |1, 1〉-nek megfe-
lel® kötött állapotot. A részletes analízis szerint az ennek megfelel® pólust az adott paraméterek
mellett egy Coleman-Thun diagram kell magyarázza (ami akkor létezik, ha w1 > ν1). Mindenütt
3
A TCSA vonalakban látható törések a numerikus algoritmus eredménye: ilyenkor az adott helyen szintmet-
szés van, de a magasabban lév® szint már nem került rá az ábrára.


















8.3. ábra. A páros szektor: x jelöli a |〉N ⊗ |0〉 és |〉N ⊗ |2〉-nek megfelel® energiát, + a |2〉N ⊗ |〉, ◦ az
|〉N⊗|0, 2〉,• és az üres/teli négyzetek az |1〉N⊗|1〉, |2〉N⊗|0〉 and |1〉N⊗|3〉 állapotokat, a∗ a |〉N⊗|0, 1, 1〉
állapotot, a teli/üres háromszögek pedig B2 egyrészeske állapotokra a Bethe-Yang egyenletekb®l kapott


















8.4. ábra. A páratlan szektor: x jelöli az |〉N ⊗ |1〉 és |〉N ⊗ |3〉 energiáját , +: |〉N ⊗ |1〉N és |〉N ⊗ |3〉N ,
•:|1〉N ⊗ |0〉, ◦ : |〉N ⊗ |0, 1〉 , |〉N ⊗ |0, 3〉 és |〉N ⊗ |1, 2〉, ∗: |〉N ⊗ |0, 1, 2〉, a teli/üres háromszögek B1
egyrészeske állapotok alapállapotú (|〉N ⊗ |〉), illetve |〉N ⊗ |0〉 peremek esetén






















8.5. ábra. A (8.11) által jósolt vákuum energia aszimptotika összevetése a TCSA eredményekkel:






pontosan azok az állapotok jelennek meg, amelyeket a peremes Coleman-Thun mehanizmus nem
zár ki. A fenti munka elvégzésének id®pontjában a Coleman-Thun mehanizmus peremes kiter-
jesztése sejtéseken alapult, ezért a fenti meger®sítés nagyon fontos volt; azóta Bajnok Zoltánnal
és Böhm Gabriellával együttm¶ködésben sikerült ezt a mehanizmust a peremes kvantumtér-
elméletek alapvet® elveib®l levezetni [BBT04℄. Az egyrészeske állapotokra vonatkozó jóslatok
egyezése a spektrummal pedig a megfelel® reexiós faktorok helyességét támasztja alá.
8.2.2. TCSA: Dirihlet határfeltételek
Dirihlet határfeltételek mellett a (B.36) Hilbert-tér egyetlen Fok modulból áll, és bázisa
a paraméterekt®l függetlenül megadható. Ez azt is jelenti, hogy ilyenkor jóval magasabb ecut
értékeket el lehet érni: a lentebb közölt numerikus adatokban ecut = 22, ami 4508 vektort jelent.
Az összes számolás során a Φ0 = ΦL esetet vizsgáltuk, azaz amikor a két oldalon ugyanaz
a Dirihlet határfeltétel volt adott. A peremes energia járulékra kapott eredményeket a 8.5
ábra foglalja össze, B1, B2 és B3 alapállapoti reexiós faktorának ellen®rzésére egy példa a
8.6 ábrán látható. A 8.7 ábrán egy példát mutatok a kötött állapotok térfogati korrekióinak
meghatározására a 8.1.2 alatt tárgyalt analitikus elfolytatás módszerének alkalmazásával.
8.3. Peremes sine-Gordon elmélet véges térfogatban: szemiklasszikus
eredmények
8.3.1. Vákuummegoldások végtelen térfogatban






















(Φ(t, x = 0)− Φ0)− 1
)}
(8.12)

















8.6. ábra. B1, B2 és B3 alapállapoti reexiós faktorainak ellen®rzése λ = 31 és
βΦ0
2π = 0.2 mellett.
A pontok a (8.4) Bethe-Yang egyenlet által jósolt egyrészeske energiák, míg a folytonos vonalak
az interpolált TCSA adatok. Minden energiát az alapállapothoz viszonyítva és a szoliton tömeg
egységeiben mérve ábrázoltam. Az eltérések részben sonkolási hibák, részben pedig annak
















8.7. ábra. Peremes gerjesztett állapotok λ = 17 és βΦ02π = 0.485 mellett. A fels® vonal az I = 0
B1 egyrészeske állapot és annak folytatása imaginárius rapiditásokra, az alsó pedig a 8.1.2 alatt
tárgyalt másik megoldás (ami ugyanahhoz a pólushoz tart nagy térfogatban). A két vonal nagyon
jól illeszkedik a |〉 ⊗ |0, 1〉 ± |0, 1〉 ⊗ |〉 állapotok nagy térfogatú viselkedéséhez.
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ahol a potenuál normálása (C.29)-tól eltér, így mindkét poteniálfüggvény minimumértéke 0. Az
egyszer¶ség kedvéért Dirihlet határfeltételek mellett illusztrálom az eredményeket (azaz M0 =
∞ határesetben). A Φ0 paraméter zikailag inekvivalens értékei
0 ≤ β
2
Φ0 ≡ ϕ0 ≤ π
2




sin βΦ −→ 1
2
(∂xΦ)
2 = Cˆ +
m2
β2










2 + V (Φ(x))
)
+ VB (Φ(0))






























































as x→ −∞. (8.15)








ξ±(x) = ω2ξ±(x) ; ξ±(0) = 0 .
Shrödinger típusú diereniál egyenlet írja le. Ennek diszkrét spektruma egyetlen normálható
módust tartalmaz:
ξ±(x) ∝ emǫ(x−a±)(ǫ− tanh[m(x− a±)]) , ω2 = m2(1− ǫ2) ahol ǫ ≥ 0
A határfeltételekb®l ǫ = ∓ cosϕ0, tehát sak az antiszoliton vákuumállapotnak van diszkrét mó-
dusa: ez a perem gerjesztett állapotát írja le. A folytonos spektrumhoz tartozó sajátfüggvények:
ξ±(x) = A˜±e−iq(x−a
±) iq +m tanh(m[x− a±])
iq +m
+ B˜±eiq(x−a
±) iq −m tanh(m[x− a±])
iq −m
ω2 = m2 + q2 , q ≥ 0
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ahol az A˜±/B˜± arányok a határfeltételb®l határozhatók meg. Az aszimptotikus viselkedés x→
−∞ mellett
ξ±(x)→ C±(eiqx + e−iqxeiδ±(q)) (8.16)





± cosϕ0 + iqm
∓ cosϕ0 + iqm
(8.17)
A diszkrét módus a reexiós faktor ϕ0-tól függ® pólusának felel meg, a másik pólus kinematikai
eredet¶. A módusok frekveniáinak összegzésével megkapható a vákuumállapot energiájának
vezet® kvantumkorrekiója:
















A fenti eredmények megkaphatók a C.2.2 alatti egzakt kvantum eredmények β → 0 határ-
eseteként. Ebben az esetben a szoliton vákuumállapot |〉, az antiszoliton vákuumállapot |0〉
klasszikus megfelel®je. A kett® energiakülönbsége:













és β = 0 körül sorba fejtünk, pontosan megkapjuk a (8.18) eredményt, ha az m és m1 értékét
azonosítjuk (ezt annak a jól ismert ténynek alapján tehetjük meg, hogy az els® lélegz® felel meg
a sine-Gordon bozon elemi gerjesztésének [ZZ79℄). Ugyanebben a határesetben a B1 reexiós
faktorai a megfelel® peremállapotokon átmennek a (8.17) klasszikus reexiós faktorokba.
A fenti eredmények megfelel®je általános határfeltételekre Kormos és Palla ikkében található
[KP02℄.
8.3.2. Véges térfogat: általános megfontolások
8.3.2.1. Sztatikus megoldások






























(Φ(t, x = 0)− Φ0)− 1
)}










(Φ(z, t)− Φz) , z = 0, L



























(Φ(t, x = 0)− Φ0)− 1
)
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ahol a két integráiós konstansot (Φ(0) és Cˆ) a határfeltételek rögzítik. A fenti integrál kifejezhet®
a Weierstrass-féle p-függvénnyel.
Az L→∞ határesetben a véges energia feltétele, hogy
Φ(x)→ 2πn
β
az x = 0 és x = L végpontoktól távol. Ebben az esetben a megoldás két félvégtelen vákuum-
konguráió összevarrásával közelíthet® (exp(−mL) nagyságrend¶ korrekiók erejéig). Azonban
sak olyan vákuummegoldásokat lehet összeilleszteni, amelyek aszimptotikus értéke azonos (ez
biztosítja az intervallum közepén a megoldás folytonosságát). Az illesztési feltételeket a követ-
kez®képpen lehet leírni. Deniáljuk a peremes állapotok szoliton paritását úgy, hogy |〉 legyen
páros: ez a
Φ(x)→ 0 ha x→ −∞ (8.22)
aszimptotikának felel meg, |0〉 pedig páratlan, aszimptotikája
Φ(x)→ 2π
β
ha x→ −∞ (8.23)
Egy tetsz®leges
|n1, n2, . . . nk〉
peremes gerjesztett állapotot úgy kapunk, hogy egymás után szolitonokat és antiszolitonokat
fuzionáltatunk a peremmel; minden ilyen fúzió váltja az aszimptotikát, és ezzel a paritást is,
ezért az ilyen állapot szoliton paritása nem más, mint (−1)k. Ez a paritásfogalom természetes
kiterjesztése annak, amit Dirihlet határfeltételek esetén Mattsson és Dorey deniált [MD00℄.
A véges térfogatban az illesztési szabály ekkor azt mondja ki, hogy egy állapot sak akkor jöhet
létre, ha annak teljes szolitonikus paritása +1: ezt a két oldalon lév® peremállapot paritásának,
valamint a köztük mozgó szolitonikus gerjesztések N számából számolt (−1)N szorzata adja4.




Egy φ(x) sztatikus megoldás körüli kis rezgéseket
Φ(x, t) = φ(x) + ξ(x) exp(−iωt)




+ V ′′ (φ(x)) ξ(x) = ω2ξ(x)






(φ(z)− Φz) ξ(z) , z = 0, L (8.24)
(Dirihlet határfeltétel esetén ξ(x)-nek el kell t¶nnie a megfelel® határpontban). A (8.21) álta-
lános sztatikus megoldást behelyettesítve az ún. els®rend¶ Lamé egyenlet adódik.
4
Mivel a (C.30) reexiós faktorok általános határfeltételek mellett nem ®rzik meg a topologikus töltést, egy
állapotban a szolitonok és antiszolitonok száma külön-külön nem jól deniált, de a fenti paritás igen.
5
A 8.3 és 8.4 ábrákon bemutatott spektrumok ezt a szabályt sak látszólag sértik, mivel a perturbálatlan
Neumann határfeltétel esetén (általánosabban akkor, ha η = ηN ) |〉N és |0〉N degenerált, ezért nem tudjuk
megkülönböztetni ezeket energiájuk alapján (ráadásul a reexiós faktoruk is azonos). Ezért mindig meg lehet
tenni a |n1, n2, . . . nk〉N ≡ |0, n1, n2, . . . nk〉N azonosítást, de ekkor persze elveszítjük a szoliton paritást mint
kvantumszámot és az általa deniált kiválasztási szabályt is.




8.8. ábra. A klasszikus Bethe-Yang egyenlet származtatása











ha L− x nagy
(8.8 ábra) ahol r1(k) és r2(k) a megfelel® klasszikus reexiós faktorok, amelyeket Dirihlet határ-
feltételek mellett (8.16)-ben adtam meg, adott klasszikus reexiós faktorok, általános határfelté-
telekre Kormos és Palla ikkében megtalálhatók [KP02℄. A két aszimptotikus alaknak bármely
x-re meg kell egyeznie, ebb®l
r1(k)r2(k)e
2ikL = 1 (8.25)
és ez pontosan a (8.4) Bethe-Yang egyenletek klasszikus határesete.
8.3.3. Eredmények
A véges térfogatbeli kvantálási feltételt (amelynek aszimptotikus alakja (8.25)) számos határ-
feltételre kiszámoltuk, és megadtuk a vákuummegoldás egzakt klasszikus energiáját is. Itt most
sak az energiakifejezés nagy térfogatban érvényes aszimptotikus viselkedését írom fel, mivel a
kés®bbiekben erre lesz szükségünk. A részletes analízis a Bajnok Zoltánnal és Palla Lászlóval
közös [BPT05b℄ ikkünkben megtalálható. Hasonló, bár a mienknél kevésbé részletes és kiterjedt
analízist végzett velünk párhuzamosan és t®lünk függetlenül Mussardo, Riva és Sotkov [MRS05℄.
A következ® eseteket sorolom itt fel:







• Alapállapot (A) és gerjesztett állapot (B) a
0 < ϕ0 <
π
2




• Alapállapot (-1) a






= ϕL − π
Dirihlet-Dirihlet határfeltételekkel;




Φ0 ≡ ϕ0 ≤ π
2
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és itt mind ϕ0, mind pedig ϕL értékét ebben a tartományban értjük. A fenti megoldásokat a 8.9
ábrán szemléltetem.
















Az összes sztatikus megoldás kifejezhet® a következ® (elliptikus) integrálokkal




sin2 v + C





sin2 v + C
Bevezetve az l = mL jelölést a dimenziótlanított térfogatra, a következ®ket kapjuk:
(+) : l = I1(0, ϕ0, C) , E+(ϕ0, l) = 4m
β2
[I2(0, ϕ0, C)− Cl/2]
(−) : l = I1(ϕ0, π, C) , E−(ϕ0, l) = 4m
β2
[I2(ϕ0, π, C)− Cl/2]
(A) : l =
∑
i=0, L





I2(ǫ, ϕi,− sin2 ǫ) + l
2
sin2 ǫ]
(B) : l =
∑
i=0, L
I1(ϕi, π − ǫ,− sin2 ǫ)






I2(ϕi, π − ǫ,− sin2 ǫ) + l
2
sin2 ǫ]
(−1) : l = I1(0, ϕ0, C) + I1(0, π − ϕL, C)
E(−1)(ϕ0, ϕL, l) =
4m
β2
[I2(0, ϕ0, C) + I∈(0, π − ϕL, C)− Cl/2]




+ I2(ϕL, ϕ0, C˜)−A−1 cos(ϕL)]
C˜ = −(1−A−2) sin2 ϕL
A fenti kifejezések az energia térfogatfüggését parametrikus formában adják meg: valamennyi
esetben a C vagy ǫ vagy ϕL integráiós konstans az els® egyenletet megoldva kapható meg, amit
a másodikba helyettesítve el®áll az energia kifejezése. Az energia aszimptotikus viselkedése nagy
térfogatban zárt alakban megadható:
E+ (ϕ0, l) ∼ 4m
β2
(





E− (ϕ0, l) ∼ 4m
β2
(





EA (ϕ0, ϕL, l) ∼ 4m
β2
(







EB (ϕ0, ϕL, l) ∼ 4m
β2
(







E(−1) (ϕ0, ϕL, l) ∼ 4m
β2
(







E(DN)(ϕ0,A, l) ∼ 4m
β2
(






Kés®bb látjuk majd, hogy ezek a kifejezések valóban megegyeznek a kvantumelmélet vákuumának
vezet® végesméret korrekiójával.












































8.9. ábra. Dirihlet vákuumállapotok véges térfogatban
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8.4. Reexiós faktor és peremállapot formalizmus tetsz®leges dimenzióban
Tekintsük Φi, i = 1, . . . , n skalár mez®k euklidészi kvantumtérelméletét D + 1 dimenziós fél
térid®n, amit az (x ≤ 0, y, ~r) koordinátákkal adunk meg, egy x = 0-nál lokalizált peremfeltétel
mellett. A korreláiós függvényeket a
〈Φi1(x1, y1, ~r1) . . .ΦiN (xN , yN , ~rN )〉 =
∫ DΦ Φi1(x1, y1, ~r1) . . .ΦiN (xN , yN , ~rN ) e−S[Φ]∫ DΦ e−S[Φ] (8.27)
























+ UB(~Φ(x = 0, y, ~r))
]







A fenti euklidészi kvantumtérelmélet két különböz® Minkowski térid®ben deniált kvantumtér-
elmélet imaginárius idej¶ verziójaként is felfogható.
1. Ha az imaginárius id®: y = it, akkor a perem térben lokalizált: ezt nyílt satornának nevez-
zük. Az egyidej¶ serereláiók:
[Φj(x, t, ~r), ∂tΦk(x
′
, t, ~r ′)] = iδjkδ(x − x′)δ(~r − ~r ′) ; x, x′ < 0
Az állapottér a peremen adott határfeltételt kielégít® állapotokat tartalmazza, és a |0〉B
peremes vákuumon az aszimptotikus részeskéket kelt® operátorral lehet felépíteni
6
. Az
aszimptotikus múltban a részeskék a perem felé kell mozogjanak, ezért a Hilbert-tér az




~k1)in . . . a
†
bN
(kN , ~kN )in|0〉B , ki > 0, i = 1, . . . ,N
}
(b1, . . . , bN a részeskék típusát jelöli) ahol az a
b†
in(k,





, ~k ′)in] = (2π)Dδbcωb(k,~k)δ(k − k′)δ(~k − ~k ′) ; k, k′ > 0 (8.28)
serereláiót és egy mb tömeg¶ aszimptotikus részeskét kelt a peremre mer®leges (transzver-
zális) k és a peremmel párhuzamos (paralel) ~k impulzussal, amelynek energiája ωb(k,~k) =√
k2 + ~k2 +m2b . Az out állapotok alakja
a†b1(k1,
~k1)out . . . a
†
bN
(kN , ~kN )out|0〉B , ki < 0, i = 1, . . . ,N
az in állapotok (8.28) serereláiójához hasonlóan normáltak, és ugyansak teljes rendszert




unitér reexiós mátrix adja meg (ami a szokásos S mátrix megfelel®je). A legegyszer¶bb




ω − ω′) δ(D−1) (~k − ~k ′) = B〈0|ac(k′, ~k ′)outa†b(k,~k)in|0〉B (8.29)
6
Be lehet vezetni a peremre lokalizált részeskeszer¶ gerjesztéseket is [BBT04℄, de az egyszer¶ség kedvéért
ezzel itt nem foglalkozom.
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ahol az energia és a parallel impulzus megmaradását az eltolásinvariania biztosítja, és a
reexiós amplitúdó a peremmel párhuzamos irányokban fennálló forgásinvariania miatt sak
|~k|-tól függ. A fenti amplitúdót reexiós faktornak fogom nevezni: ez a szóhasználat az 1+1
dimenziós integrálható modellekre a korábbiakban használt fogalom természetes kiterjesztése.
A Heisenberg képbeli id®fejl®dést























+ UB(~Φ(x = 0))
]
peremes Hamilton operátor adja meg és a (A.1) korrelátor a t szerint id®rendezett operátorok
szorzatának vákuum várható értékével egyezik meg:
〈Φi1(x1, y1, ~r1) . . .ΦiN (xN , yN , ~rN )〉 = B〈0|Tt (Φi1(x1, t1, ~r1) . . .ΦiN (xN , tN , ~rN )) |0〉B
ahol a |0〉B vákuumot 1-re normáljuk.
2. Ha ellenben x = iτ az imaginárius id®, akkor a perem id®ben lokalizált, a rendszer maga a
szokásos végtelen térfogatban adott: ez az ún. zárt satorna
7
. A Hilbert-tér a szokásos alakú:




~k1)in . . . A
†
bN







, ~k ′)in] = (2π)Dδbcωb(κ,~k)δ(κ − κ′)δ(~k − ~k ′)
Az id®fejl®dést
Φi(τ, y, ~r) = e
iHτΦi(0, y, ~r)e
−iHτ




















A perem egy id®beli végállapotként jelentkezik a (A.1) korrelátorban:
〈Φi1(x1, y1, ~r1) . . .ΦiN (xN , yN , ~rN )〉 = 〈B|Tτ (Φi1(τ1, y1, ~r1) . . .ΦiN (τN , yN , ~rN )) |0〉
A 〈B| neve peremállapot, és a H tér azon eleme8, amit a korrelátor két alternatív Hamiltoni
kiértékelésének megegyezése deniál:
〈B|Tτ (Φi1(τ1, y1, ~r1) . . .ΦiN (τN , yN , ~rN )) |0〉 = B〈0|Tt (Φi1(x1, t1, ~r1) . . .ΦiN (xN , tN , ~rN )) |0〉B















~k)A†b(−κ,−~k)inA†c(κ,~k)in + . . .
}
(8.30)
amit a peremállapot klaszter kifejtésének nevezünk (eltolásinvariania miatt sak zérus teljes
impulzusú állapotok jelenhetnek meg benne). A felülvonás a K együtthatókon azt jelzi, hogy
a fenti kifejtés a konjugált (bra) peremállapotra vonatkozik.
7
A nyílt/zárt satorna elnevezés a húrelméletb®l származik: a húr mozgását leíró, az 1 + 1 dimenziós vi-
lágleped®n értelmezett elméletben a beágyazó térid® szempontjából nézve a két satorna nyílt, illetve zárt húrok
propagálásaként fogható fel.
8
Szigorúan véve a peremállapot hullámfüggvénye nem normálható, a Hilbert-tér vektoraival supán tetsz®-
leges pontossággal közelíthet®.
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A peremállapot els® részletes tárgyalását Ghoshal és A. B. Zamolodhikov adta az 1+1 dimenziós
peremes integrálható kvantumtérelméletek elméletét megalapozó munkájában [GZ94℄, ahol az
integrálható esetre a peremállapotot zárt alakban megadták. Áttérve az 1 + 1 dimenzióban















ahol |0〉 a zárt satorna vákuum állapota, és








az Rba(θ) egyrészeske reexiós faktorokkal kifejezve (itt feltettük, hogy a peremállapot szinglett,
amennyiben ez nem teljesül, a megfelel® általánosítás a C.2.1 alatt leírtak alapján kézenfekv®).
Ghoshal és Zamolodhikov az egyrészeske járulékot a reexiós faktor θ = iπ2 -nél vett reziduum-
ával adta meg, a következ® alakban:












Látni fogjuk majd azonban, hogy ez az összefüggés nem helytálló; további vizsgálataink egyik
élja éppen a helyes összefüggés tisztázása lesz.
Nagyon könnyen látható, hogy az egyrészeske tag megjelenése a vákuum konguráióval van
kapsolatban. Tegyük fel, hogy Oa az Aa részeske interpoláló tere, azaz






ahol Za a megfelel® hullámfüggvény renormálási faktor (kanonikusan normált mez®re ismert,
hogy 0 < Za ≤ 1). Ennek vákuum várható értéke (8.30) segítségével a következ® alakba írható:






ahol 〈0|Φ|0〉 a szokásos (perem nélküli) vákuum várható érték. Amennyiben bevezetjük a g¯a
paramétert a
B〈0|Oa(x, t, ~r)|0〉B = 〈0|O|0〉 + g¯aemax + . . . (8.34)






amit [BPT06a℄-ban a Lehmann-Symanzik-Zimmermann-féle redukiós formalizmus peremes ki-
terjesztését használva is beláttunk.
A peremes LSZ formulákkal a K2 együttható is kifejezhet® az egyrészeske reexiós faktorral.
Az egyszer¶ség kedvéért a továbbiakban sak egy skalármez® elméletével foglalkozom, és egyetlen




paraméterezést, amivel a zárt satornában κ, ~k impulzusú részeskére a következ® alakú rapiditás
paraméterezés írható fel:
ω = meff(~k) cosh θ , κ = meff(~k) sinh θ
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A nyílt satornában pedig a megfelel® rapiditás paraméterezés alakja:
ω = meff(~k) cosh θ , k = meff(~k) sinh θ
(az 1 + 1 dimenziós kvantumtérelméletekben szokásos jelölést használva, a két satorna rapidi-
tás paramétere között nem tettem különbséget). A nyílt satornában deniált (8.29) reexiós
együtthatót ekkor tekinthetjük úgy, mint θ és ~k függvényét. A peremmel párhuzamos irányokban
fennálló forgási invariania miatt sak |~k| függvénye lehet, és ezt helyettesíthetjük az ma,eff(~k)-t®l
való függéssel:
R(ω,~k) = R(θ,meff(~k))
A (8.30) klaszter kifejtés ekkor a következ® alakba írható:
〈B| = 〈0|
{








K¯2(θ,~k)A(−θ,−~k)inA(θ,~k)in + . . .
}






















ami Ghoshal és Zamolodhikov (8.31) eredményének általánosítása tetsz®leges dimenziós térel-
méletre, amelynek integrálhatóságát sem kell feltenni.
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Ebben a fejezetben végig 1 + 1 dimenziós térelméletekkel foglalkozom, az általános esetre
8.6.2 alatt térek majd vissza.
8.5.1. Klaszter kifejtés
Az egyszer¶ség kedvéért tegyük fel, hogy a vizsgált (nem feltétlenül integrálható) peremes
kvantumtérelmélet részeske spektruma egyetlen tömeges skalár gerjesztést tartalmaz. Jelöljük
a véges L térfogat két peremén érvényes határfeltételeket α-val, illetve β-vel és tegyük fel, hogy a
félegyenesen deniált rugalmas egyrészeske reexiós amplitúdók, Rα (θ) és Rβ (θ) ismertek. Az
(euklidészi) id®irányban periodikus határfeltételeket feltételezve a rendszer partíiós függvénye 
a zárt/nyílt satornában érvényes Hamiltoni formalizmusnak megfelel®en  két alternatív módon
is reprezentálható:
Zαβ (R,L) = Tr e
−RHαβ(L) = 〈α|e−LH(R)|β〉
ahol H(R) a Hamilton operátor a zárt satornában (periodikus határfeltételek mellett), |α〉 és |β〉
a megfelel® peremállapotok és Hαβ(L) a nyílt satorna Hamilton operátora α és β határfeltételek














Ezt a klaszter kifejtést el®z®leg Dorey és munkatársai is alkalmazták az ún. peremes entrópiafüggvény
kiszámítására [DFRT04℄.
140 8. Nyílt határfeltételek (peremes kvantumtérelméletek)
ahol Hc a zárt satorna Hilbert-tere. Részletesebben felírva:












〈θn, θm|θn, θm〉 e
−L(E0(R)+m cosh θn+m cosh θm)
+ magasabb részeske járulékok+ . . . (8.37)










† (−θ)A† (θ) + . . .
)
|0〉 (8.38)
(hasonló kifejezés írható |α〉-ra), ahol



















cosh θK¯α (θ)Kβ (θ) e
−2mL cosh θ
(8.39)











A 8.1.3 alatt tárgyalt peremes TBA egyenletet LeClair és munkatársai pontosan a klaszter kifejtés
teljes felösszegzésével származtatta, és jól ismert, hogy a peremes TBA egyenlet megoldása nagy
térfogatban éppen (8.39)-t adja.










† (−θ)A† (θ) + . . .
)
|0〉
Ghoshal és Zamolodhikov a g˜β együtthatót a reexiós faktor (8.32) pólusát jellemz® gβ mennyi-
séggel azonosította. Azonban Dorey és munkatársai egypont függvényeket számoltak a pere-
mállapot kifejtése alapján form-faktor kifejtésben, és ezeket a peremes TCSA eredményeivel





A következ®kben megmutatjuk, hogy ez a reláió valóban helytálló, és kiterjesztjük nemintegrál-
ható elméletekre, valamint általános térid® dimenzióra is. A klaszter kifejtést alkalmazva
Zαβ (R,L) = 1 +mRg˜αg˜βe
−mL + . . .
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és (8.40)-t használva:
Eαβ (L) = −mgαgβ
4
e−mL + . . . (8.41)
A (8.39,8.41) eredményeket peremes Lüsher-formuláknak nevezzük, mivel ezek a periodikus
határfeltételekre érvényes (2.2) tömegkorrekiókkal analóg kifejezések, mégpedig (8.39) éppen az
F -tag, (8.41) pedig a µ-tag megfelel®jének tekinthet®. Vegyük észre, hogy ezek a formulák itt
a vákuumra vonatkoznak; a periodikus határfeltételek esetével szemben, a peremes esetben az
egyrészeske állapotokkal már 1/L-ben hatványszer¶en viselked® korrekiókat mutatnak a (8.4)
peremes Bethe-Yang egyenletek alapján.
Megjegyezzük, hogy amennyiben gαgβ 6= 0, akkor a kétrészeske járulék (8.39) alatti naív
alakjában az integrál szinguláris; a következ®kben látni fogjuk (bár sak az integrálható esetre),
hogyan lehet ekkor szisztematikus módon reguláris kifejtést kapni
10
.
8.5.2. A peremes TBA infravörös kifejtése
A (8.40) reláiót alátámasztandó, a következ®kben levezetem a peremes TBA egyenlet infra-
vörös sorfejtését, ami önmagában is érdekes, mivel ez korábban nem volt ismert arra az esetre,
ha az egyrészeske satolások nem t¶nnek el. Habár a LeClair és munkatársai által megadott
levezetés [LMSS95℄ sak arra az esetre vonatkozik, ha az egyrészeske satolások ninsenek jelen,
nagyon könnyen látható, hogy (legalábbis naívan, ld. lentebb) akkor is érvényben marad, ha
ezek nem t¶nnek el, és Dorey és munkatársai valóban sikeresen alkalmazták a (8.7) egyenleteket
a peremes Lee-Yang modell keretében olyan határfeltételekre, ahol g˜ 6= 0 [DPTW98℄.
Az alábbiakban egyszer¶ség kedvéért feltételezem, hogy a spektrum egyetlen skalár részeskét
tartalmaz. Ebben az esetben a peremes TBA egyenlet alakja:



















φ (θ) = −i d
dθ
log S (θ) , χ (θ) = K¯α (θ)Kβ (θ)
és a (C.27) keresztezési unitaritást felhasználva látható, hogy χ(θ) θ páros függvénye. χ egyetlen




2θ − iπ ⇒ Kα(θ) ∼ −i
g2α
2θ




összefüggésnek megfelel®en. Amennyiben a két perem közül legalább az egyiken az egyrészeske
satolás elt¶nik (gαgβ = 0) akkor χ(θ) θ reguláris függvénye. Ugyanis kölsönható integrálható
kvantumtérelméletben mindig fennáll, hogy
S(0) = −1
és a (C.27) keresztezési unitaritásból
Kα(0) = −Kα(0)
azaz K-nak vagy pólusa, vagy zérusa van θ = 0-nál, ezért χ-nek sak akkor van (másodrend¶)
pólusa, ha mindkét K szinguláris. Ezt felhasználva nagy L-re






Általános (nemintegrálható esetben) ez a kérdés még további tisztázásra szorul.











ami konzisztens a (8.39) peremes Lüsher formulával.
Azonban ha gαgβ 6= 0, a fenti gondolatmenet naív alkalmazása divergens eredményre vezet,
mert θ = 0 körül nem teljesül a logaritmus sorba fejtésének feltétele. Ilyenkor óvatosabban kell








1 + χ (θ) e−2mL cosh θ
)
(8.45)





= 2π(a− b) , a, b ≥ 0 (8.46)






































ahol a második tag e−2mL nagyságrend¶, és az integrál alatti logaritmus teljesen reguláris hat-
ványsorba fejtésével aszimptotikus sorfejtése nagy térfogatban tetsz®leges rendig el®állítható, míg
a vezet® tag konzisztens a (8.40, 8.41) eredményekkel, ha gαgβ > 0. Már Dorey és munkatársai
észrevették [DPTW98℄ (a peremes TCSA-val való összehasonlítás alapján), hogy a peremes TBA
egyenlet sak ebben az esetben egyezik a korrekt alapállapottal, és a gαgβ < 0 esetben megfelel®
analitikus elfolytatásra van szükség. Ennek a diszkusszióját Bajnok Zoltánnal és Palla Lászlóval
közös munkánkból idézem [BPT06a℄. Az elfolytatás eredménye, hogy az alapállapotot leíró TBA
egyenlet helyes alakja ekkor







1 + χ (θ) e−ǫ(θ)
)
ahol ǫ(θ) az









θ − θ′) log (1 + χ (θ′) e−ǫ(θ′)) (8.48)
egyenlet megoldása, u-t pedig
K¯β(iu)Kα(iu)e
−ǫ(iu) = −1
határozza meg. Nagy L-re ǫ(θ) = 2mL cosh θ ahonnan sinu ∼ u ∼ |gαgβ |2 e−mL és ekkor
Eαβ(L) = −mgαgβ
4
e−mL + . . .
vagyis az egyezés ebben az esetben is tökéletes.
A fentiek azt jelentik, hogy LeClair és munkatársai levezetésének naív kiterjesztése valójában
sak a gαgβ > 0 esetben m¶ködik, aminek részletes elemzésére itt most nem térek ki.
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8.5.3. A peremes Lüsher-formula alkalmazása a sine-Gordon modellre






























(Φ(L, t)− ΦL) : (8.49)
A két peremen a reexiót a alatti leírt egzakt reexiós faktorok adják meg, amelyek ηz, ϑz



































és a −(−1)z/L faktor abból ered, hogy a bal peremen (z = 0) a szoliton/antiszoliton szerepe
felserél®dik a jobb peremhez (z = L) képest.
































és θ = iπ/2 környezetében
R
(1)
|〉 (θ) ∼ 4i
1 + cos π2λ − sin π2λ









ahonnan B1 egyrészeske satolása
g1 (η, ϑ) = 2
√
1 + cos π2λ − sin π2λ








Ez érvényes akkor, ha a perem a jobbszélen található (mint a félvégtelen esetben). Azonban a
balszélen található perem esetén gyelembe kell venni, hogy B1 a tértükrözésre páratlan, ezért
egy extra negatív el®jel jelenik meg. Ennek megfelel®en (8.41)-ból a következ®t kapjuk:
Eαβ (L) = −1
4
m1g1 (ηL, ϑL) (−g1 (η0, ϑ0)) e−m1L (8.54)
= m1
1 + cos π2λ − sin π2λ













e−m1L + . . .
A szolitonokból adódó korrekiók mindig kisebbek, mivel a szolitonoknak nins egyrészeske
satolásuk a peremhez és m1 < 2M .
Amennyiben a B2 második lélegz® is létezik (β
2 < 8π/3) akkor




amizt jelenti, hogy a B2 által adott egyrészeske korrekió nagyobb, mint a B1 által adott kétré-
szeske tag (ezen felül az is igaz, hogy m2 < 2M). Ezenfelül, ha az ηz , ϑz (z = 0, L) bármelyike
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πλ − 12 − 12λ
) (
iϑz


































































(ahol felhasználtam, hogy B2 páros). A ϑ → ∞ határesetben (azaz Dirihlet határfeltételekre)
pedig:
g1 (η,∞) = 2
√
1 + cos π2λ − sin π2λ


























8.5.3.1. Összehasonlítás a peremes DdV egyenlettel
Ezeket az eredményeket összevethetjük a sine-Gordon modellre Dirihlet határfeltételek mel-
lett felírt DdV egyenlettel, amit a két peremen azonos határfeltételek esetére (Φ0 = ΦL) LeClair
és munkatársai származtattak le [LMSS95℄, és a Φ0 6= ΦL esetre Ahn, Bellaosa és Ravanini
általánosított [ABR04℄. Az egyenlet alakja
11
:
Z (θ) = 2ML sinh θ + P (θ |H0,HL)− i
∫ ∞
−∞













P (θ |H0,HL) = 2π
∫ θ
0










































1 + 1λ −H
)
k)











A levezetés kiindulópontja a (6.2) fénykúp rás Bethe Ansatz általánosítása arra az esetre, amikor a
rendszer nyílt, és a spinlán két végén nemzérus küls® mágneses tér van.
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(az egyenlet fenti alakja 0 < H0,L < 1 + λ
−1
esetén érvényes). Az energia pedig










és úgy van normálva, hogy
E(L)→ 0 ha L→∞
Ennek megfelel®en a perturbált konform térelmélet vákuum energiája a DdV egyenletb®l adódó
eredménnyel (a (6.53) után tárgyaltakkal analóg módon) a következ®képpen fejezhet® ki:
EPCT(L) = EDdV(L) + BM2L+ Eb(η0) + Eb(ηL)
ahol B a (6.53) univerzális vákuumenergia konstans és Eb(η) a (C.34) peremes energiajárulék. Ez-
zel szemben viszont (8.60) pontosan úgy normált, hogy közvetlenül összehasonlítható a peremes
Lüsher formulával.
A λ < 1 taszító tartományban
Z (θ) = 2ML sinh θ + P (θ |H0,HL)








Kss¯α (−θ)K s¯sβ (θ) +K s¯sα (−θ)Kss¯β (θ)
)
e−2ML cosh θ (8.61)
ahol
















a (C.30) reexiós faktorokkal kifejezve. Ez pontosan megegyezik a (8.39) alatti eredménnyel
12
.
A fenti eljárás a vonzó tartományban nem m¶ködik, mert a Z függvény analitiitási tartomá-
nya nem teszi lehet®vé az η → π2 határeset (legalábbis a fenti egyszer¶ módon történ®) elvégzését.
A részletes elemzés helyett inkább numerikus összehasonlítást alkalmazok a továbbiakban, mivel
a DdV egyenlet numerikus iteratív megoldása igen gyorsan és nagy pontossággal konvergál. A
8.10 ábrán mutatok be egy példát, ahol λ = 4 mellett log(|E|/M)-et ábrázoltam l = ML






ηz = −(−1)z/Lπ(1 + λ)ϕz
Az eredmények meggy®z®en alátámasztják a klaszter kifejtés révén kapott (8.41) egyrészeske
korrekió érvényességét és ezzel együtt a (8.40) reláiót.
8.5.3.2. Klasszikus határeset
Az alábbiakban megmutatom, hogy a (8.26) alatt adott klasszikus aszimptotikus kifejezések
pontosan megegyeznek a peremes Lüsher formulák klasszikus határesetével. Nagyon fontos
észrevenni, hogy a (8.63)-nak megfelel® klasszikus határeset nem egyszer¶en β → 0: ebben az
esetben szinte minden érdekes mennyiség divergensnek adódna. Az alapállapot szemiklasszikus
















A Dirihlet határfeltétel esetén szoliton szolitonként, antiszoliton pedig antiszolitonként ver®dik vissza,
ezért a korrekió éppen két (a szolitonhoz, illetve antiszolitonhoz tartozó) járulék összege.













8.10. ábra. A Dirihlet DdV összehasonlítása a peremes Lüsher formulákkal nagy térfogatban,
λ = 4 mellett. DdV eredmények: : ϕ0 = −0.17, ϕL = 0.1, +: ϕ0 = 0.017, ϕL = 0.1, ×:
ϕ0 = 0, ϕL = 0, ⊙: ϕ0 = −0.08 , ϕL = 0. A fels® két vonal a (8.54) B1 egyrészeske korrekiót,
az alsó kett® a B2 egyrészeske járulékát mutatja.




























(Φ(0, τ) − Φ0)
]
A satolási állandót kiskálázva és dimenziótlanítva
Φ = βΦ¯ , x¯ = mx , τ¯ = mτ






















ahol F változóinak dimenziótlan függvénye. Az els® tag a klasszikus energia, ami β−2 rend¶,
az összes kvantumkorrekiók pedig β → 0-ban regulárisak: a ~ szerinti kifejtés azonos a β2
szerintivel. Ezek szerint a klasszikus határeset nem más, mint a vezet® β−2 tag a β = 0 körüli
kifejtésben. Fontos észrevenni, hogy azok a mennyiségek, amiket xen kell tartani a klasszikus









, βΦ0 , βΦL
valamint m. A (8.26) végesméret korrekiók térfogatfüggéséb®l megtudhatjuk13, honnan jön a
megfelel® járulék: e−l esetén a B1 egyrészeske járuléka, e−2l esetén pedig  legalábbis naívan 
B2-é (a klasszikus határesetben m2 = 2m1 = 2m).




























(Φ(t, x = 0)−Φ0)− 1
)}
13
Emlékezzünk, hogy l = mL.
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amelynek paraméterei a (8.49) perturbált konform térelméleti leírás paramétereivel a β → 0
klasszikus határesetben
µ˜z →M , µ→ m
2
β2
alapján azonosíthatók, a reexiós faktor paramétereit pedig a következ®képpen skálázzuk:
η = ηcl (1 + λ) , ϑ = ϑcl (1 + λ) (8.63)
















A (8.50) összefüggések szerint a Dirihlet határfeltételnek ϑ → ∞ felel meg, a Φ0 = 0
perturbált Neumann határfeltételnek pedig ϑ = 0 (A−1 < 1) vagy η = 0 (A−1 > 1). A klasszikus
(8.64) reláióból a esetben
ηcl,0 = −ϕ0 = −βΦ0
2
, ηcl,L = ϕL =
βΦL
2
a perturbált Neumann esetben pedig
cos ηcl = A−1 (A−1 < 1) , cosh ηcl = A−1 (A−1 > 1)
adódik.










adódik, ami megegyezik a (8.26) szerinti EA értékkel. EB egyszer¶en megkapható, ha észre-
vesszük, hogy a kvantumelméletben az
η → η¯ = π (λ+ 1)− η (8.65)
pontosan felseréli az alapállapotot az els® gerjesztett állapottal. A klasszikus határesetben ennek
ηcl → π − ηcl felel meg, azaz éppen EA és EB-t seréli fel. Hasonlóan látható, hogy E(−1)-re is
egyezést kapunk.
Az e−2l rend¶ korrekiók azonban nehezebb kérdésnek bizonyulnak. Pl. E+ esetén a B2







ami pont kétszer akkora, mint a megfelel® klasszikus formula (8.26) szerint.
Azonban itt emlékeznünk kell arra, hogy a klasszikus határesetben
m1 = m , m2 = 2m
vagyis a B1 kétrészeske tagja is e
−2l






cosh θK¯α (θ)Kβ (θ) e
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alakba, ahol
f(θ) = cosh θK¯α (θ)Kβ (θ) e
−2mL(cosh θ−1−θ2/2)
Mivel f(θ) páros:
f(θ) = f0 + f1θ
2 + . . .















Itt újabb probléma adódik, mert az e−2l faktor mellett megjelenik egy L−1/2 együttható is, tehát
ennek alapján nem kapunk egyezést a klasszikus formulával. Ennek okát akkor láthatjuk, ha a
(C.31) reexiós faktorok behelyettesítése után elvégezzük a Taylor-sorfejtést:
fn ∼ λ2(n+1) ∼ 1
β4(n+1)
ami azt jelenti, hogy a (8.67) sorfejtés a klasszikus határesetben érvénytelen. Ezért az integrál
kiszámításánál óvatosabban kell eljárnunk. A probléma az, hogy mind
χ(θ) = K¯α (θ)Kβ (θ)








tényez®jéb®l adódik. Deniáljuk χ0-t a következ®képpen
χ (θ) =
cosh θ + cos π2λ
cosh θ − cos π2λ
χ0 (θ)
ekkor χ0(0) a klasszikus határesetben véges
χ0(0) =
(
cos π4λ − sin π4λ















cosh θ + cos π2λ






























Látható, hogy az egymást követ® tagok egyre szingulárisabbak ahogy β → 0 és ráadásul az














1 + χ (θ) e−2m1L cosh θ
)
(8.68)
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kiszámítása, ahol




















, η0 = ϕ0 (λ+ 1) , ηL = 0 , ϑ0 = ϑL =∞










1 + cos π2λ + x
2/2
































adódik, amit (8.66)-hoz hozzáadva, az egyezés a (8.26) alatti E+ eredménnyel helyreáll. E
(DN)
-re
ugyanez az érvelés m¶ködik, míg E− a (8.65) helyettesítéssel megkapható.
8.5.4. A g-g¯ összefüggés igazolása és kiterjesztése tetsz®leges dimenziószámra




összefüggés integrálható modellekben számos különböz® módszerrel ellen®rizhet®. Bajnok Zol-
tánnal és Palla Lászlóval megmutattuk, hogy amennyiben ezt a sejtést nemintegrálható kvan-
tumtérelméletekre is kiterjesztjük, akkor számos szemiklasszikus konzisztenia ellen®rzést kiáll
[BPT06a℄.
Az alábbiakban megmutatom, hogy ez az összefüggés tetsz®leges (akár nemintegrálható) 1+1
dimenziós modellben a peremes kvantumtérelmélet alapvet® elveib®l levezethet®, illetve megadom
akármilyen térid® dimenzióban megfogalmazott kvantumtérelméletre való kiterjesztését is. Ehhez
a kétpont függvény klaszterezését használom fel.
A peremes kvantumtérelméletekben általánosan megmutatható [BPT06a℄, hogy az euklidészi
kétpont függvény a peremt®l távol mindig a következ® alakot ölti:




















A klaszterezés a következ® aszimptotikus viselkedést jelenti:











amit egy teljes rendszer beszúrásával lehet származtatni, a µ skála a vákuum feletti tömegrésnek
felel meg. (8.34) alapján ezt átírhatjuk:
B 〈0|Φ(x, y,~r)Φ(x′ , y′ , ~r′) |0〉B ∼ g¯2em(x+x
′
) |y − y′ | → ∞ (8.70)
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(K0 (mr−)±K0 (mr+)) , r± =
√
(y − y′)2 + (x± x′)2 + (~r − ~r′)2
ami exponeniálisan sökken, ha |y − y′ | → ∞, azaz nins vákuumjárulék. Ez utóbbi állítás
egyébként mindig igaz, amikor R(k,~k) k = im-ben reguláris. Ezért tegyük fel, hogy a reexiós








Ezt átírva a k változóra
R(k) ∼ − mg
2/2√
k2 +m2
Látható, hogy a szingularitás nem pólus, hanem annál enyhébb típusú (elágazási pont). Ez
a szingularitás zérus energiájú virtuális részeske emissziójaként interpretálható [GZ94℄, ennek
megfelel®en magasabb dimenzióban a
~k parallel impulzus komponens megmaradása miatt a kö-
vetkez® alakot várjuk :
R(k,~k) ∼ − mg
2/2√
k2 + ~k2 +m2
(2π)Dδ(~k) (8.71)
A határozottság kedvéért tegyük fel, hogy y > y
′
: ekkor a ρ integrálás kontúrját az ℑmρ < 0
félsíkban bezárva a szinguláris rész járuléka


















Mivel x+ x′ < 0, a k kontúr az alsó félsíkban bezárható, ezzel
















Fontos megjegyezni, hogy magasabb dimenzióban ez a számolás mindössze a (8.71) feltevés kon-
ziszteniáját mutatja a kétpont függvény klaszterezésével. 1 + 1 dimenzióban azonban, mivel a
θ = iπ2 szingularitás alakja ismert, a fenti érvelés megadja a (8.40) reláió bizonyítását.
8.6. Alkalmazás a Casimir eektusra
A peremes Lüsher formulák a 8.31 alatt tárgyalt általános térid® dimenzióra érvényes perem-
állapot formalizmus alapján egyszer¶en kiterjeszthet®k tetsz®leges térid® dimenzióban deniált
kvantumtérelméletre. Ennek eredménye pedig nem más, mint a jól ismert Casimir eektus egy
újszer¶ leírása planáris elrendezésben. A Casimir eektus itt nem tárgyalt részleteivel kapso-
latban a [BMM01, Mil04℄ összefoglaló m¶vekre, illetve Milton [Mil℄ könyvére utalok.


















8.11. ábra. Defekt a kvantumtérelméletben
8.6.1. Defektek a peremállapot formalizmusban






























Amennyiben az elmélet S mátrixa triviális és a reexió teljesen rugalmas, akkor könnyen meg-
mutatható, hogy az integrálható térelméletekre vonatkozó Ghoshal-Zamolodhikov-féle (8.31)

















A Casimir eektus tanulmányozása során azonban olyan határfelületeket is megengedünk,
amelyeken a reexió nem teljes, azaz transzmisszió is megengedett: ezeket defektnek nevezzük.
A defekt valójában nem más, mint a két oldalon deniált, akár eltér® kvantumtérelméleti rend-
szert összekapsoló határfeltétel. Tegyük fel, hogy x = x0-nál egy defekt helyezkedik el. A zárt
satornában egy ilyen defekt egy operátornak felel meg, ami az x < x0 rendszer Hilbert-teréb®l
az x > x0 rendszerébe képez. Jelölje az x < x0 tartomány aszimptotikus részeske kelt® ope-
rátorát (a zárt satornában) A†1, míg az x > x0 tartományét A
†
2. A Bajnok és George által
alkalmazott hajtogatási trükkel [BG06℄ a rendszer egy peremes térelméletbe képezhet®, ahol 1
és 2 két részeske fajta indexe lesz, amik sak a peremen hatnak kölsön egymással. Ekkor négy
egyrészeske amplitúdót adhatunk meg: R± meg®rzi az 1 illetve 2 tartomány indexet, míg T± 1-et
2-re illetve 2-t 1-re váltja. R± a defekt két oldalán történ® reexióknak, míg T± az egyik oldalról
a másikra történ® transzmisszióknak delel meg. A fentieket a 8.11 ábrán szemléltetem; ezen






8.12. ábra. A Casimir eektus kiszámításához felvett rendszer
képet és a peremállapot formalizmust felhasználva könnyen belátható, hogy a defekt operátort






































+ . . .
adja meg. Amennyiben az S mátrix triviális, és a defekten történ® szórás teljesen rugalmas14,






































8.6.2. A Casimir eektus származtatása
Tekintsünk egy Φ(t, x, ~y) skalár mez®t D + 1 dimenzióban, amit x = −L/2 és x = L/2
felületeken egy-egy defekt határol le. Mivel megengedjük, hogy a tartomány két falán transz-
misszió lépjen fel, érdemes bevezetni két teljesen reektáló segédhatárfeltételt az x = ±(R+L/2)
felületeken a 8.12 ábra szerint, és kés®bb majd elvégezzük az R → ∞ határátmenetet. Legyen
a segédhatárfeltételek reexiós faktora Rl(θ,meff(~k)) és Rr(θ,meff(~k)), a két defektet pedig a










, i = 1, 2
14
Megjegyzem, hogy 1 + 1 dimenzióban integrálható defektek sak akkor engedhetnek meg egyszerre nem-
triviális transzmissziót és reexiót, ha az S mátrix triviális [DMS94℄.
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Itt nem szükséges feltételezni, hogy a defekten a szórás elasztikus, és a kvantumtérelmélet maga is teljesen
általános (kölsönható) lehet.
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ahol i = 1, 2. A nyílt satorna Hamilton operátorát jelölje HB, a megfelel® Hilbert-teret pedig
HB. A Casimir eektus HB alapállapoti energiájának L-függéséb®l számolható: nevezzük ezt az
energiát Casimir energiának. Amennyiben az összes végtelen irányt (t, ~y) T kerület¶ körökre
kompaktikáljuk, a rendszer partíiós függvényét a következ®képpen írhatjuk fel:










x a periodikus határfeltételeknek eleget tev® Hamilton operátor az x satornában a
három (i = 1, 2, 3) tartományban. Teljes állapotrendszert beszúrva az R → ∞ határesetben
a következ® adódik (a periodikus satorna alapállapoti energiáját E0 = 0-ra normálva, ami a
T →∞ határesetben a végtelen rendszer vákuumenergiájának levonását jelenti):
Z∞(L, T ) =
∑
n




〈0|D1 |n〉 〈n|D2 |0〉 e−LEn
ahol a Bl,r segédhatárfeltételekt®l való függés kiesik, mivel R → ∞ mellett |Bl,r〉 kifejtéséb®l






〈0|D1|θ,~k; θ′, ~q〉〈θ,~k; θ′, ~q|D2 |0〉 e−L(meff (~k) cosh θ+meff (~q) cosh θ′)
+O(e−3mL)
A vezet® 1 a vákuum (|n〉 = |0〉) járuléka, a következ® járulékot (8.74) kétrészeske tagjai adják,
a magasabb korrekiók a sokrészeske tagokból jönnek. Ez pontosan a (8.37) klaszter kifejtés
megfelel®je, és teljesen világos, hogy a vezet® kétrészeske korrekió sak az R−1 és R
+
2 reexiós
együtthatóktól függ. A (felületegységre es®) alapállapoti energia az































e−2meff (~k) cosh θL
]
+O(e−3mL) (8.76)
ahol a véges térfogatban diszkrét impulzus összegeket a szokásos módon a T →∞ határesetben
integrálással helyettesítettem.
A (8.76) kifejezés megadja a Casimir eektus vezet® viselkedését nagy távolságokon, mégpedig
teljesen általános módon kölsönható esetben. Az összes informáiót az R± reexiós faktorok
hordozzák, amelyek teljes mértékben véges, és a modell hosszútávú (infravörös) viselkedésére
jellemz® mennyiségek. A szokásos megközelítésben a modell mikroszkopikus (ultraibolya) meg-
fogalmazását veszik alapul, azonban ekkor a felmerül® divergeniák miatt renormálásra van szük-
ség. Az is lehetséges, hogy a modell infravörös viselkedése jelent®sen különbözik attól, amit a
mikroszkopikus leírás alapján naívan várnánk (közismert példa erre a bezárás az er®s kölsön-
hatásban). (8.76) ellenben az aszimptotikus részeskeállapotokkal van kifejezve, azaz a nagy
távolságokon érvényes szabadsági fokok nyelvén, és a Casimir eektust a (8.39) peremes Lüsher
formula magasabb dimenziós kiterjesztéseként fogalmazza. Ezen a nyelven a Casimir eektus
nem más, mint peremes végesméret eektus.
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További sajátsága ennek a kifejezésnek, hogy (impliite ugyan, de) tartalmazza a defektekre
lokalizált gerjesztések (ún. felületi plazmonok, amelyek a defekt mátrix imaginárius tengelyre
lokalizált pólusaként jelennek meg) járulékát. Ez úgy tehet® expliitté, ha a Casimir energiát
a szokásos naív nullmódus összegzéssel írjuk fel (ehhez az kell, hogy a szórásmátrix triviális, a
defekt mátrix pedig teljesen rugalmas legyen).


























e−2meff (~k) cosh θL
)
(8.77)
ahol a fels® el®jel Bose, az alsó el®jel pedig Fermi statisztikának felel meg.
A peremállapot megközelítés egy nagy el®nye az univerzalitásában rejlik. A [BPT06b℄ ikkben
megmutattuk, hogy a fenti eredmények alapján a planáris elrendezésben ismert legfontosabb
eredmények reprodukálhatók. Ilyenek pl. az elektromágneses mez® esete dielektrikumok között
 az ún. Lifshitz-formula [Lif56, DLP61℄  , a szabad bozon lineáris határfeltételekkel [dAC04℄,
vagy szabad fermion ún. zsák határfeltételekkel [Joh75, Mil℄.
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A felösszegzés módszerét tekintve ld. LeClair munkatársai [LMSS95℄ ikkében a termodinamikai Bethe
Ansatz származtatását (amit itt triviális S mátrix, és R−1 /R
+
2 által adott reexiós faktorok esetére kell alkalmazni).
Az általuk elvégzett számoláshoz képest annyi különbség van supán, hogy a reexiós faktorok a transzmisszió
jelenléte miatt nem tiszta fázisok (ez a levezetésre nins érdemi hatással), illetve az általuk feltételezett Fermi
statisztika helyett mindkét lehet®séggel számolni kell.
9. Összegzés és kitekintés
9.1. Összefoglalás
A dolgozatban megkíséreltem bemutatni, hogy a végesméret eektusok mennyire fontos sze-
repet töltenek be a kvantumtérelméletben. Láthattuk, hogy segítségükkel számos új ismeretre
tehetünk szert a kvantumtérelméletek dinamikájával kapsolatban. Az alábbiakban röviden
összegzem a fontosabb pontokat.
A kvantumtérelméletek alapvet® nemperturbatív megközelítése a rástérelmélet, amelynek
során teljesen magától értet®d® módon véges térfogatbeli rendszerekkel dolgozunk. Lüsher
alapvet® m¶veiben megmutatta, hogy a végesméret eektusok számos fontos informáiót tar-
talmaznak a kvantumtérelméletr®l, még abban az esetben is, ha valójában a végtelen térfogat-
ban jellemz® jelenségek iránt érdekl®dünk. A végesméret spektrumból kinyerhet® az S mátrix,
meghatározhatók a spektrum fontos jellemz®i, az instabil részeskék (rezonaniák) paraméterei.
Ezek között számos olyan mennyiség van, amir®l a termodinamikai határesetben nem is kapnánk
informáiót (Maiani-Testa no-go tétel), de a végesméret eektusokból kinyerhet®k.
1 + 1 dimenziós kvantumtérelméletekben további kérdések vethet®k fel. Integrálható kvan-
tumtérelméletek esetén az egzakt S mátrix (peremes esetben az egzakt R mátrix elmélet) és
kiterjesztései (pl. a form-faktor bootstrap [Smi92, BPT06℄) segítségével nagyon sok nempertur-
batív, mi több, egzakt informáiót nyerhetünk, ám ezekben a megközelítésekben nem tisztázott
a kapsolat a kvantumtérelmélet dinamikájával. A bootstrap módszerek ugyanis általános elvek-
b®l, a magasabb dimenzióban is jól ismert analitikus S mátrix elmélet integrálható modellekre
speializált változatából indulnak ki, ahol a szórás faktorizáiója elegend® informáiót biztosít
ahhoz, hogy lényegében egyértelm¶en megadhassuk a szórási amplitúdókat és a lokális operátorok
mátrix elemeit. Azonban az egzakt S mátrix amplitúdók egyfel®l függhetnek bizonyos szabad
paraméterekt®l, másfel®l pedig az egyértelm¶ség sak egy bizonyos minimalitás megkövetelésével
adódik (ezt CDD határozatlanságnak nevezzük [CDD56℄).
Számos példát mutattam arra, hogy a végesméret eektusok segítségével ezek a kérdések
megoldhatók: az S mátrix amplitúdók közvetlenül mérhet®k, egzakt reláiók adhatók meg a
bootstrap paraméterek és a kvantumtérelmélet Lagrange-függvényében szerepl® satolási állan-
dók között (ennek a módszerét ugyan nem részleteztem, de több ilyen eredményt idéztem), a
spektrumra vonatkozó jóslatok (pl. peremes kötött állapotok) közvetlenül vizsgálhatók. Nem-
egyszer ilyen vizsgálatok vezettek kés®bb egzakt módon bebizonyított eredményekre, erre volt
példa a peremes egyrészeske satolás és a reexiós faktor reziduuma közti kapsolat. A véges-
méret eektusok segítségével direkt kapsolatot tudunk teremteni az S mátrix (amely a nagy
távolságokon érvényes részeske képen alapszik) és az ultraibolya xpont közeléb®l induló nagy
energiás leírás között, integrálható térelméletben (mint ezt a Destri-de Vega egyenlet analízise
mutatta) ezt a kapsolatot egzakt módon meg tudjuk határozni, akár az egyes állapotokra kiter-
jed® részletességgel.
1+ 1 dimenzióban igen hatékony eszközök állnak rendelkezésre akkor is, ha a térelmélet nem
integrálható (vagy az integrálhatóság nem lényeges szempont). Ilyen módon vizsgálható vákuum-
állapotok közti alagutazás jelensége (ϑ-vákuumok, instantonok), vagy a tömegspektrum. Ezzel
egy fontos ellen®rzési lehet®séget kapunk olyan módszerek tesztelésére, mint a ritka instanton
gáz közelítés vagy a Goldstone-Jakiw-féle form-faktor módszeren alapuló szemiklasszikus meg-
közelítés  éppen az utóbbi esetén láthattuk, mennyire fontos lehet ez, hiszen ezek a módszerek
könnyen tévútra is vezethetnek.
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Ami talán még fontosabb, egyfajta fejlesztési-kísérleti terepet is nyújtanak ezek a model-
lek, erre mutattam példát a rezonaniák analízise kapsán. Hasonló eredményekr®l számoltam
be a kétfrekveniás sine-Gordon modell fázisdiagramjával kapsolatban, ahol  túl azon, hogy
maga a modell is számos térelméleti/statisztikus zikai alkalmazás szempontjából érdekes  egy
olyan módszert vázoltam, amivel a véges térfogatban érvényes energiaspektrumból eldönthet® a
fázisátalakulás rendje, és megadható annak típusa (univerzalitási osztálya).
A peremes végesméret eektusok vizsgálata újabb ismereteket nyújt a kvantumtérelméletek
nemperturbatív viselkedésér®l. Azt is láttuk, hogy az ezzel kapsolatos eredmények általánosít-
hatók magasabb dimenziós elméletekre. Ennek kapsán megmutattam, hogy a Casimir eektus
nem más, mint peremes végesméret eektus, valamint hogy az 1 + 1 dimenzióban kifejlesztett
leírás (peremállapot formalizmus) kiterjesztésével megfogalmazhatók.
Végezetül az 1 + 1 dimenziós modellek szerepét szeretném kissé jobban tisztázni. Világosan
kell látni, hogy jóval többr®l van szó, mint hogy ezzel egzaktul (integrálható esetben) vagy
legalábbis nemperturbatíve nagy hatékonysággal és pontossággal (nemintegrálható esetben) ta-
nulmányozható példáit kapjuk a kvantumtérelméleteknek. Egyfel®l számos példát lehet hozni
arra, amikor ezek a modellek közvetlenül valódi zikai rendszereket írnak le (kvantum dot-ok,
Kondó eektus, kvantum Hall-eektus, eektív egydimenziós mágneses rendszerek  spin-lánok,
spin-létrák , vagy meglep® módon a réz-benzoát fajh®je). Másfel®l két esetben is láthattuk (re-
zonaniák, illetve Casimir eektus), hogy az 1 + 1 dimenziós kvantumtérelméletek vizsgálatával
magasabb dimenziós rendszerekben is érvényes tanulságokhoz, illetve alkalmazható módszerekhez
juthatunk.
9.2. Érdekes kérdések, nyitott irányok
Érdekes nyitott probléma az aszimptotikusan konform térelméletek végesméret eektusainak
leírása a nagy energiás (ultraibolya) néz®pontból. Amennyiben ugyanis az alasony energiás (inf-
ravörös) szabadsági fokok fel®l nézzük, Lüsher formalizmusa, illetve annak kiterjesztései minden
további nélkül alkalmazhatók, hiszen ennek egyetlen feltétele a tömegrés léte. A nagy energiás
néz®pontból a kérdés korántsem megoldott, hiszen a naív megközelítésben a satolás a térfogattal
nem fut (ellentétben az ultraibolya konform térelméletek esetével, ld. a 4.1 alfejezetben), azonban
az ultraibolya divergeniák renormálásának eredményeként logaritmikus futást várunk. Teljesen
világos, hogy ehhez renormálási soport alkalmazása szükséges, és amennyiben nemperturba-
tív keretben, valamint nemintegrálható elméletekben
1
gondolkodunk, ezt érdemes a sonkolt
konform állapottér közelítésben implementálni. Ebben az irányban egy els® lépést jelentenek
Feverati és munkatársai [FGP
+
06℄ eredményei. Itt megjegyzem, hogy integrálható σ-modellek
esetén Fendley [Fen01℄, illetve Balog János és Heged¶s Árpád [BH01, BH04a, Heg05, BH05℄ je-
lent®s eredményeket értek el a termodinamikai Bethe Ansatzon, illetve Destri-de Vega egyenleten
alapuló leírás kiterjesztésében, azonban ezek a tehnikák sak integrálható esetben m¶ködnek.
A dolgozat nagy részében a végesméret eektusokat a spektrum szempontjából vizsgáltam,
azaz a kvantumtérelmélet energiaszintjeit tanulmányoztam véges térfogatban. Ezt más szem-
pontból úgy is felfoghatjuk, hogy a termodinamikai jellemz®k (pl. szabadenergia) által a közép-
pontban, hiszen a véges h®mérséklet egyenérték¶ egy kompakt euklidészi id®dimenzióval. Bár
így is igen sok érdekes kérdésre kaphatunk választ, érdemes továbblépni és vizsgálatainkat más
mennyiségekre is kiterjeszteni.
A kvantumtérelmélet alapvet® mennyiségei a lokális operátorok korreláiós függvényei, ame-
lyek ismeretében a teljes elmélet rekonstruálható. Ezek véges térfogatbeli viselkedésér®l messze
ninsenek olyan kiterjedt ismereteink, mint a spektrumról. Els® lépésként tekinthetjük a loká-
1
Ez már sak azért is fontos, mert integrálható modellek nagyon egyszer¶, de fenomenológiai szempontból
érdekes kiterjesztései is gyakran elvesztik az integrálhatóságot. Ilyen pl. az O(3) σ-modell a QCD-vel analóg
ϑ-taggal.
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lis operátorok mátrixelemeit, az ún. form-faktorokat. Ennek vizsgálata éppen most folyik
2
, a
numerikus hátteret a sonkolt konform állapottér módszere adja, a példaként szolgáló modellek
a skálázó Lee-Yang modell és az Ising modell mágneses térben, ahol a végtelen térfogatbeli
form-faktorok egzaktul ismertek. Jelenleg már le tudjuk írni olyan form-faktorok végesméret
korrekióit, amelyek a vákuum és egy tetsz®leges másik sokrészeske állapot között értelmezet-
tek, mégpedig 1/L tetsz®leges rendjéig egzaktul (vagyis a térfogattal exponeniálisan sökken®
reziduális végesméret korrekióit elhanyagolva) és számottev® el®relépés van az általános mátrix-
elemek terén, ami el®reláthatólag hamarosan elvezet egy teljes leíráshoz. E munka eredményeként
tisztázni reméljük a véges térfogatbeli form-faktorok keresztezési tulajdonságait, ami nagy el®-
relépés lenne afelé, hogy integrálható esetre további, lehet®leg egzakt eredményeket kaphassunk,
kapsolódva az irodalomban már megkezdett munkához [Smi98, KS99, Smi, MRS03℄.
Ennek jelent®sége kett®s, mivel a véges térfogat egyben véges h®mérsékletként is interpre-
tálható, vagyis a jelenleg futó kutatásoknak egyszerre két szálába is kapsolódna, mivel a véges
h®mérséklet¶ várható értékek, form-faktorok és korrelátorok jelenleg szintén élénk érdekl®dés tár-
gyát képezik, számos tisztázatlan kérdéssel [LM99, Sal00, Del01, Mus01, Doy05, AKT06, Doy06℄.
A lokális operátorok véges térfogatbeli vizsgálatát tervezem kiterjeszteni peremes elméletekre
is, így kapsolódva a Bajnok Zoltánnal és Palla Lászlóval együttm¶ködésben kifejlesztett pe-
remes form-faktor bootstrap-hoz [BPT06℄. Jelenleg még a végtelen térfogatú form-faktorokra
az ultraibolya konform térelméleti leírással való összeegyeztetés folyik, ennek eredményei már
megvannak, hamarosan tervezzük a publikálásukat
3
.
A fenti irányokhoz részben kapsolódva, egy másik nagyobb ív¶ terv a form-faktorok alkal-
mazása peremes renormálási soport folyamok leírására, ami Kormos Márton [Kor06, Kor07℄
(volt doktoranduszom) témájának szerves továbbvitelét jelentené. Ebben a munkában a renor-
málási soportfolyamok vizsgálatának alapvet® eszköze a sonkolt konform állapottér módszere
volt. Elképzelhet® egy másik, ett®l független megközelítés, ami a perem nélküli renormálási so-
portfolyamokra Zamolodhikov [Zam86℄ által megkonstruált c-tétel analógján, az ún. g-tételen
[FK04℄ alapul, ahol g az Aek és Ludwig [AL91℄ által bevezetett peremes entrópia (nem össze-
tévesztend® a peremes egyrészeske satolással). Ezt szeretném a peremes form-faktorok segítsé-
gével összegszabályként megfogalmazni (Cardy [Car88℄ c-tételre vonatkozó munkáját, valamint
[CFL91, FLV91℄ ugyansak a c-tételre vonatkozó eredményeit általánosítva). Ehhez többek kö-
zött a peremes form-faktor programot is általánosítani kell tömegrés nélküli elméletekre, mivel
a peremes renormálási soport folyamok esetén els®sorban az az eset igazán érdekes, amikor
a peremt®l távol az elmélet kritikus marad (a lehetséges húrelméleti, valamint a szilárdtestek
szennyez®ivel kapsolatos alkalmazások is ilyen modellekre vezetnek).
Egy másik érdekes kutatási irány ugyansak a peremes form-faktor programhoz kapsolódva, a
form-faktor perturbáiószámítás általánosításával szennyez®k realisztikusabb modellezését tenné
lehet®vé. Ez jelenleg még sak a tervek szintjén létezik.
A két utóbbi problémakörben, bár magában a megfogalmazásban nem, de a vizsgálatok során
a végesméret eektusok segítségével kinyerhet® informáiók várhatóan alapvet® szerepet játsza-
nak majd.
A Casimir eektussal kapsolatos vizsgálatok továbbvitele is érdekes iránynak ígérkezik. Az
általam bemutatott eredmények planáris elrendezésre vonatkoztak. Azonban semmilyen elvi
akadálya nins annak, hogy a peremállapot formalizmust más elrendezésre általánosítsuk; persze
megfelel® módszert kell találni a peremállapot meghatározására. Ebben az esetben a módszer el®-
nye az infravörös irányból történ®, a regularizáió és a renormálás problematikájától mentes volta
lehetne, ami igen érdekes annak fényében, hogy a divergeniák kezelését tekintve még számos
tisztázatlan kérdés van a szakirodalomban (ld. pl. [MCPW06℄). A peremállapot formalizmus
ilyen kiterjesztése azonban ma még teljesen felderítetlen probléma (bár lehetségesnek látszik),
így egyel®re nem dönthet® el az sem, mekkora el®rehaladás lehetséges ebben a kérdésben.
2
Ezt a kutatási irányt Pozsgay Balázs, vezetésem alatt dolgozó doktorandusszal közösen visszük.
3
Ezt a munkát Sz®s Miklós végzi a vezetésem alatt, diplomamunkásként.
A. Jelölések és konveniók
A.1. Kvantumtérelméleti konveniók
Tekintsük egy D = d+ 1 dimenziós Minkowski térben deniált Φ skalármez® kvantumtérel-
méletét. A korreláiós (Wightman) függvényeket a
〈Φ(x1) . . .Φ(xN )〉 =
∫ DΦΦ(x1) . . .Φ(xN ) e−S[Φ]∫ DΦ e−S[Φ] (A.1)











klasszikus hatás határozza meg. A Φ mez® egy operátor érték¶ disztribúió, amely kielégíti az
egyidej¶ kanonikus serereláiókat
[Φ(t, ~r), ∂tΦ(t, ~r
′)] = iδ(~r − ~r ′)
Az aszimptotikus bejöv® (in) illetve kimen® (out) multirészeske állapotok kifeszítik a teljes
Hilbert teret (aszimptotikus teljesség), amelynek (két) bázisa így felépíthet® az aszimptotikus
részeskék kelt® operátorai segítségével:
H = span{a+in(~p1) . . . a+in(~pN )|0〉} = span{a+out(~p1) . . . a+out(~pN )|0〉}




′)] = (2π)dω(~p)δ(d)(~p− ~p ′)
aholω(~p) =
√
~p2 +m2, m a részeskék zikai tömege.1 A továbbiakban a p = (ω(~p), ~p) jelölést
fogom használni a kovariáns energia-impulzus vektorra.
A fentieknek megfelel®en a sokrészeske állapotok skalárszorzatai a következ® alakot öltik











ahol SN az {1, . . . , N}számok permutáióinak soportja (a permutáiókra vett összegzés a ré-
szeskék Bose statisztika szerinti megkülönböztethetetlenségét veszi gyelembe).
Heisenberg képben az id®fejl®dést
Φ(x, t, ~r) = eiHtΦ(x, 0, ~r)e−iHt



















~p ′), amit a kés®bbiek során gyelembe is kell venni, pl. a rugalmas kétrészeske szórási amplitúdóra vonatkozó
(A.3) összefüggésnél.
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Az (A.1) alatti korrelátor ebben a Hamiltoni képben az id®rendezett vákuum várható értékkel
azonosítható
〈Φ(t1, ~r1) . . .Φ(tN , ~rN )〉 = 〈0|Tt (Φ(t1, ~r1) . . .Φ(tN , ~rN )) |0〉
A szórás operátora (S) az az unitér transzformáió, amely az out állapotok bázisát az in
bázisra képezi. Ennek az operátornak a mátrixelemei adják meg a különböz® szórásfolyamatok
kvantumelméleti valószín¶ségi amplitúdóit, és ezeket összefoglaló néven S mátrixnak nevezzük.
A fenti konveniók értelemszer¶en kiterjeszthet®k több mez® esetére, illetve amikor az aszimp-
totikus részeskék bels® kvantumszámokkal is rendelkeznek (multiplett szerkezet), valamint több
különböz® nyugalmi tömeggel jellemezhet®k, de egyszer¶ség kedvéért ezek részletes felírásától
most eltekintünk. Fermionok esetén értelemszer¶en a megfelel® kommutátorokat antikommutá-
torra kell kiserélni, és a skalárszorzatban a permutáió megfelel® el®jelét gyelembe kell venni.
Egy fontos mennyiség az
Aa(~p) +Ab(~q)→ Aa(~p ′) +Ab(~q ′)
rugalmas kétrészeske szórás folyamat amplitúdója, amit a következ® összefüggés ad meg:




(2π)d+1δ(d+1)(p′ + q′ − p− q)Tab
(
~p ′, ~q ′|~p, ~q)
ahol Tab az ún. átmeneti amplitúdó (ha a = b, akkor az els® tagot (A.2)-nak megfelel®en szimmet-
rizálni kell). Ennek azt a speiális esetét, amikor a kimen® részeskék impulzusai megegyeznek
a bejöv®kével
Fab (~p, ~q) = Tab (~p, ~q|~p, ~q) (A.4)
el®reszórási amplitúdónak nevezzük.
A.2. Konveniók D = 2 esetén
Kétdimenziós kvantumtérelméletek esetén számos egyszer¶sítésre nyílik lehet®ség. A részes-
kék energiája és impulzusa az ún. rapiditás változóval paraméterezhet®:
p1 = ma sinh θ , p0 = ω =
√
p2 +m2a = ma cosh θ (A.5)
A θ rapiditású részeske sebességét c = 1 egységrendszerben tanh θ adja meg. Egy szórásfolyamat
bemeneti állapotában a leggyorsabb részeske balra van a többiekt®l, amelyek a sebesség szerint
sökken® sorrendbe rendez®dnek. Ezért bevezethetjük a következ® jelölést:
|Aa1(p1) . . . Aan(pn)〉in = |θ1, . . . , θn〉a1...an , θ1 > · · · > θn
Hasonlóan, a kimeneti állapotban a sorrend pont fordított, ezért jelölhetjük a kimeneti állapotot
a következ®képpen:
|Aa′1(p′1) . . . Aa′m(p′m)〉out = |θ′1, . . . , θ′m〉a′1...a′m , θ′1 < · · · < θ′m
Ebben a jelölésben az egyrészeske állapotok normálása




Aa(~p) +Ab(~q)→ Aa′(~p ′) +Ab′(~q ′)
kétrészeske folyamatot, ahol vagy ma = ma′ és mb = mb′ , vagy pedig ma = mb′ és mb =
ma′ (vagyis ugyanaz a két részeske van a kezd® és a végállapotban). Az energia és impulzus
megmaradási egyenletének ekkor összesen két lehetséges megoldása van:
2
Akársak az el®bbiekben, itt is tekintettel kell lenni arra, hogy az itt használt normálás az egyrészeske
állapotokra egy kettes faktorral különbözik attól, amit [KM91℄ használ.
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1. θa′ = θa, θb′ = θb
2. θa′ = θ
R
a , θb′ = θ
R
b (visszalök®dési  reoil  megoldás), ahol










Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy θa > θb és θa′ > θb′ (ekkor automatikusan
θRa < θ
R
b ). A szórásamplitúdót ezekkel a jelölésekkel a következ® mátrixelem adja
b′a′〈θb′θa′ |θaθb〉ab =
{








)Ra′b′ab (θ1 − θ2) , ma = mb′ 6= mb = ma′
ahol
Sa′b′ab (θa − θb) = δa′aδb′b +
iTa′b′,ab (θa, θb|θa, θb)
4mamb sinh (θ1 − θ2)







4mamb sinh (θa − θb)
(az, hogy ezek az amplitúdók sak a θa−θb relatív rapiditástól függnek, a Lorentz-invarianiából
következik). Amennyiben léteznek olyan lokális tenzoriális megmaradó áramok, amelyek Lo-
rentz spinje nagyobb mint 2 (azaz a kvantumtérelmélet integrálható), a második amplitúdó (R)
azonosan elt¶nik.
B. Konform térelméleti módszerek
B.1. Konform térelmélet a komplex síkon
Minden relativisztikus skálainvariáns elmélet egyben invariáns a konform (szögtartó) transz-
formáiók soportja alatt, ami 1 + 1 térid® dimenzióban végtelen dimenziós. Belavin, Polyakov
és A. B. Zamolodhikov [BPZ84℄ megadták az ilyen elméletek általános felépítését, és ikkük
nyomán a konform térelmélet önálló disziplínává lépett el®, amelynek az elméleti zika rengeteg
ágában van jelent®s alkalmazása, a kondenzált anyagok elméletét®l a húrelméletig. Itt sak egy
nagyon rövid összefoglalót adok azokról az alapvet® fogalmakról, amelyek a dolgozatban szerepet
játszanak.
Az euklidészi térid®t a komplex síkkal azonosítva, koordinátaként a holomorf/antiholomorf
koordinátákat használhatjuk:
z = τ + ix , z¯ = τ − ix
A konform szimmetria következtében az energia-impulzus tenzor nyoma elt¶nik
Tzz¯ = 0
és a megmaradási tételek következtében a másik két komponense tisztán holomorf/antiholomorf
(balra/jobbra mozgó):
∂z¯Tzz = 0 = ∂zTz¯z¯
A konform transzformáiókat T (z) = Tzz és T¯ (z¯) = Tz¯z¯ generálják, és a szimmetria szempont-
jából a z és z¯ koordináta külön kezelhet®: az egyiken a holomorf, a másikon az antiholomorf
transzformáiók hatnak.
Egy Φ mez® ∆, ∆¯ súlyú primér tér, ha a komplex sík egy w = f(z), w¯ = f¯(z¯) konform









































az ún. Shwarz-derivált, c pedig az elmélet ún. entrális töltése. Fizikai korrelátorban z¯ = z∗-t
kell helyettesíteni a következ®képpen:
〈O1(z1, z∗1) . . .On(zn, z∗n)〉
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A kanonikus hamiltoni kép a síkon az ún. radiális kvantálással adható meg, amiben az id®fejl®dés
sugárirányú, ennek megfelel®en a korrelátorban a terek id®rendezett szorzatának a radiális rende-
zés felel meg (ez a 2.2 ábrán látható exponeniális leképezéssel van összhangban). A továbbiakban
minden operátorszorzatot radiálisan rendezettnek tételezünk fel:
O1(z, z¯)O2(w, w¯) =
{
O1(z, z¯)O2(w, w¯) , |z| = |z¯| > |w| = |w¯|
O2(w, w¯)O1(z, z¯) , |z| = |z¯| < |w| = |w¯|
A primér terek jellemezhet®k az energia-impulzus tenzorral vett operátorszorzat kifejtésükkel is
T (z)Φi(w, w¯) =
∆iΦi(w, w¯)
(z − w)2 +
∂wΦi(w, w¯)
(z − w) +O(1)
T¯ (z¯)Φi(w, w¯) =
∆¯iΦi(w, w¯)
(z¯ − w¯)2 +
∂w¯Φi(w, w¯)
(z¯ − w¯) +O(1)
Az energia-impulzus tenzor önmagával vett operátorszorzatának kifejtése ezzel szemben a követ-
kez® alakú:
T (z)T (w) =
c/2
(z − w)4 +
2T (w)
(z − w)2 +
∂wT (w)
z − w +O(1)
T¯ (z¯)T¯ (w¯) =
c/2
(z¯ − w¯)4 +
2T¯ (w¯)
(z¯ − w¯)2 +
∂w¯T¯ (w¯)
(z¯ − w¯) +O(1)
ami ismét azt mutatja, hogy az energia-impulzus tenzor nem primér tér.












Az Ln, L¯n módusok generálják a kétdimenziós konform szimmetria algebrát, ami nem más, mint
két (bal, illetve jobb) Virasoro algebra
[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m + c
12
n(n2 − 1)δn,−m (B.4)[
L¯n, L¯m
]






Abból, hogy T és T¯ a Minkowski formalizmusban hermitikus, következik, hogy a hermitikus
konjugálás a következ®képpen hat a Virasoro generátorokon:
L†n = L−n (B.5)
L¯†n = L¯−n
Ezen generátorok közül L0 + L¯0 a dilatáiókat, L0 − L¯0 a Lorentz boostokat, míg L−1 és L¯−1













(ζ¯ − z¯)m+1T¯ (ζ¯)O(z, z¯)
ahol a ζ(ζ¯) kontúrok a z (z¯) pontot fogják körül. A mez®k adjungáltját a következ® (természetes)
módon deniáljuk:
〈O1(z1, z∗1) . . .On(zn, z∗n)〉∗ = 〈O+1 (z∗1 , z1) . . .O+n (z∗n, zn)〉 (B.7)
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(z − w)∆a+∆b−∆c(z¯ − w¯)∆¯a+∆¯b−∆¯c (B.8)
ahol az egyenl®séget egy korreláiós függvénybe beszúrva kell érteni (vagyis a gyenge operá-
tortopológiában). A Ccab hárompont satolások a primér terek közti Ckij hárompont satolások
ismeretében mind meghatározhatók, ennek módszerét a B.4 függelékben tárgyalom. A primér
tereket egypont és kétpont függvényére a konform szimmetria segítségével a következ® adódik
〈Φi(z, z¯)〉 = δ∆i,0A
〈Φi(z, z¯)Φj(w, w¯)〉 =
δ∆i,∆jδ∆¯i,∆¯jBij
(z − w)2∆i(z¯ − w¯)2∆¯i
hárompont függvényeik alakja pedig
〈Φi(z1, z¯1)Φj(z2, z¯2)Φk(z3, z¯3)〉 = Cijk · (z1 − z2)∆k−∆i−∆j(z¯1 − z¯2)∆¯k−∆¯i−∆¯j (B.9)
·(z1 − z3)∆j−∆i−∆k(z¯1 − z¯3)∆¯j−∆¯i−∆¯k
·(z2 − z3)∆i−∆j−∆k(z¯2 − z¯3)∆¯i−∆¯j−∆¯k
ahol
A = 〈1〉 = 〈0|0〉 , Bij = δijC1ii〈1〉 , Cijk = CijkC1ii〈1〉
A Ccab hárompont satolások ismeretében elvileg az összes korrelátor meghatározható, vagyis
kvantumtérelméleti szempontból a satolások ismeretében az elmélet megoldottnak tekinthet®.
A Virasoro algebra ábrázolásai egy valós számmal jellemezhet®k, ami L0 sajátértéke az ún.
legmagasabb súlyú vektoron
L0 |∆〉 = ∆ |∆〉 (B.10)
Ln |∆〉 = 0 , n > 0
a teljes ábrázolás pedig az ún. Verma modul segítségével adható meg, amit a
L−n1 . . . L−nk |∆〉 , 0 < n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nk
ún. leszármaztatott vektorok feszítenek ki. Egy ilyen vektoron L0 sajátértéke ∆+n1+ · · ·+nk;
az N = n1 + · · · + nk egész számot a vektor (leszármaztatási) szintjének nevezzük. A Verma
modul nem mindig alkot irreduibilis ábrázolást: ∆ speiális értékeinél ún. null-vektorok lehetnek
benne, amelyek maguk is eleget tesznek a legmagasabb súlyú vektor feltételeinek. Ilyenkor ezen
vektorok kifaktorizálásával kaphatunk irreduibilis ábrázolást, erre a B.2 függelékben leírok egy
algoritmust. A ∆ legmagasabb súlyhoz tartozó irreduibilis ábrázolást V∆-val fogom jelölni.
A teljes elmélet Hilbert tere a kett®s (bal/jobb) Virasoro algebra irreduibilis ábrázolásainak





ahol egy adott V∆⊗V∆¯ ábrázolás többször is el®fordulhat. A V∆⊗V∆¯ modul legmagasabb súlyú
állapotát |∆, ∆¯〉-vel jelöljük. A legmagasabb súlyú állapotok skalárszorzatát a következ®képpen
rögzíthet®:
〈∆i, ∆¯i|∆j , ∆¯j〉 = aiδij (B.11)
ahol ai megválasztása konvenió kérdése (ld. (B.15)-ban ai kifejezését az operátorszorzat algebra
hárompont satolásainak normálásával). A leszármaztatott állapotok skalárszorzata ezek után
(B.4,B.5) alkalmazásával egyértelm¶en kiszámítható.
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A konform térelméletben az állapotok és operátorok között egy-egy értelm¶ megfeleltetés áll





ahol a vákuumállapot egy olyan legmagasabb súlyú vektor, amely egyben eltolásinvariáns is, azaz
L−1|0〉 = L¯−1|0〉 = 0. A konform vákuumhoz rendelt O operátor az I egységoperátor, amelynek
súlyai ∆ = ∆¯ = 0.
A Hilbert tér minden V∆i ⊗V∆¯i moduljának legmagasabb súlyú vektorához egy ∆i, ∆¯i súlyú
Φi primér tér tartozik
|∆i, ∆¯i〉 = lim
z,z¯→0
Φi(z, z¯)|0〉 (B.12)
A leszármaztatott állapotokat a megfelel® leszármaztatott terek keltik, a lokális operátorok tehát
az állapotokkal azonos módon a Virasoro algebra ábrázolásaiba szervezhet®ek. A leszármaztatott
állapotok (B.6) alkalmazásával kontúrintegrálokkal reprezentálhatók.
A legmagasabb súlyú állapotok hermitikus konjugáltja a következ® módon állítható el®:
〈∆i, ∆¯i| = lim
z,z¯→∞(−1)
∆i−∆¯i〈0|z¯ −2∆iz −2∆¯iΦ+i (z¯, z) (B.13)
ahol a + a (B.7) szerinti adjungálást jelenti. A konjugált állapot a radiális rendezésnek megfe-
lel®en a z = z¯ =∞ pontban lokalizálható, a fenti kifejezést a z → 1/z, z¯ → 1/z¯ transzformáió
alkalmazásával kaphatjuk meg, megfelel® fáziskonvenió választása után. A végtelen távoli pon-
tot hozzávéve a síkhoz, az elmélet így valójában a komplex számgömbön deniált. A konjugált













amit megkaphatunk, ha (B.6)-ra a z → 1/z, z¯ → 1/z¯ transzformáiót alkalmazzuk.
Mivel primér tér adjungáltja is primér, ezért létezik egy olyan Kij mátrix, hogy




Ennek segítségével a legmagasabb súlyú állapotok (B.11)-beli normálása a következ®képpen fe-





B.2. Virasoro ábrázolás bázisának el®állítása
A következ®kben egy rekurzív módszert ismertetek egy Virasoro ábrázolás bázisának meg-
határozására el®re adott maximális szintig bezárólag. Tegyük fel, hogy adott az ábrázolás ∆
legmagasabb súlya és a Virasoro algebra c entrális töltése.
A |∆〉 primér állapot mindig lineárisan független, és a nulladik szint bázisát alkotja. Ezzel
adott a rekurzió kezd® lépése. Tegyük fel, hogy az N − 1 szintig ismerjük az egyes szintek egy
független vektorokból álló bázisát, amiket jelöljünk a következ®képpen:
Basl = {|Ψlm〉 : m = 1, . . . , dl} , l = 0, . . . ,N − 1
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ahol l az adott szintet jelöli, dl az adott szinten létez® lineárisan független vektorok (a bázis
elemeinek) száma. Az el®bbi megjegyzés miatt Bas0 = {|∆〉}. Ezek a vektorok mind a következ®
alakba írhatók:




(azt, hogy sak az elemi L-monomok fordulnak el®, lineáris kombináióik nem, az ismertetend®
algoritmus garantálja). Készítsük el az N -edik szint vektorainak egy listáját úgy, hogy L−N -nel








(ahol˜arra utal, hogy ez még nem feltétlenül bázis, hiszen bár az el®z® szinteken már kifaktorizál-
tuk a nem független vektorokat, ezen a szinten még nem tettük meg ezt a lépést). Célszer¶ ezt a
halmazt rendezett listaként elképzelni, vagyis a m¶veletek során az elemek felsorolási sorrendjét
mindig megtartjuk.
Ezután a BasN a következ®képpen áll el®. Vesszük B˜asN els® vektorát, és elkészítjük a
vektorok Virasoro bels® szorzataiból alkotott mátrixot (ennek kiszámítására az eljárást ld. B.3
alatt). Ebben a lépésben ez egy 1 × 1-es mátrix. Amennyiben ennek a determinánsa (azaz
egyetlen eleme) nem zérus, akkor a vektort hozzáírjuk a bázishoz, ha nem, továbblépünk addig,
amíg egy nemzérus hosszúságú vektort találunk. Az els® ilyet beleírjuk a BasN bázisba. Ezután
a következ® vektorral megkíséreljük a bázist b®víteni. A b®vítést akkor fogadjuk el, ha a b®vített
bázis bels® szorzataiból alkotott 2× 2-es mátrix determinánsa nem 0, ha ez nem teljesül, akkor
tovább ugrunk a következ®re. Ha megtaláltuk a második elemet a bázishoz, akkor a listában
következ® vektort próbáljuk meg hozzáadni a bázishoz az immár 3 × 3-as bels® szorzat mátrix
vizsgálatával. Ezt az eljárást addig folytatjuk, amíg B˜asN összes vektora sorra nem kerül.
A fenti eljárás eredménye az, hogy BasN a B˜asN egy olyan maximális részhalmaza lesz, amin
a Virasoro bels® szorzat nem fajul el. A Virasoro algebra ábrázoláselméletének segítségével
belátható, hogy ezzel a kérdéses modul N -edik szintjének egy bázisát kapjuk.
Ez az eljárás megfelel® szimbolikus szoftver (Mathematia, Maple) segítségével automati-
zálható, és eredményeként el®áll a V∆ modul egy bázisa az N -edik szintig bezárólag, ráadásul





alakba írhatjuk, ahol k a leszármaztatási szint által adott gradálást jelenti. Ez az eredmény
képezi az alapját a sonkolt konform állapottér bázisa 4.2.1 alatti el®állításának.
B.3. Bels® szorzatok számítása Virasoro ábrázolásokban
Legyen most adott a konform Hilbert-tér két vektora:
Ψ = L¯−m1 . . . L¯−mlL−n1 . . . L−nk |i〉 , m1 ≥ · · · ≥ ml > 0 , n1 ≥ · · · ≥ nk > 0
Ψ′ = L¯−m′1 . . . L¯−m′l′L−n′1 . . . L−n′k′
∣∣i′〉 , m′1 ≥ · · · ≥ m′l′ > 0 , n′1 ≥ · · · ≥ n′k′ > 0
ahol |i〉 és |i′〉 legmagasabb súlyú állapotok és a leszármaztató operátorokat a feltüntetett kon-
venió alapján sorbarendezettnek tételezzük fel (a B.2 alatt ismertetett eljárás mindig ilyen
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bázisvektorokat eredményez). A skalárszorzat elt¶nik, ha a két vektor bal, illetve jobb szintjei
nem egyeznek meg, illetve ha i 6= i′:
(Ψ′,Ψ) = 0 ha
m1 + · · ·+ml 6= m′1 + · · · +m′l′
vagy n1 + · · · + nk 6= n′1 + · · ·+ n′k′
vagy i 6= i′
Amennyiben a skalárszorzat a fenti feltételek alapján nem t¶nik el, a következ® rekurzív eljárást
alkalmazhatjuk:
Válasszuk le az els® (bal) Virasoro generátort Ψ′-r®l és használjuk a (B.5) összefüggést:
Ψ′ = L−n′1Ψ
′′
(Ψ′,Ψ) = (Ψ′′, Ln′1Ψ)
A Virasoro algebra (B.4) reláiói és a legmagasabb súlyú vektor (B.10) deníiója segítségével az
Ln′1Ψ vektor kifejezhet® (n
′
1-vel) alasonyabb szint¶ vektorok lineáris kombináiójaként, mégpe-
dig egyszer¶en úgy, hogy az L operátorok index szerinti sorbarendezését elvégezzük, minden fel-
serélésnél a megfelel® kommutáiós reláiót alkalmazva. Ezt az eljárást ismételjük, amíg a végén
az összes L operátor el nem fogy, aztán hasonlóan járunk el az L¯ generátorokkal. A végeredmény
az lesz, hogy a skalárszorzatot kifejezzük a legmagasabb súlyú állapot (B.11) normájával, amit
pedig (B.15) alapján kifejezhetünk az operátorszorzat algebra (primér terek közötti) hárompont
satolásaival. A diagonális minimálmodellek esetén a hárompont satolások Dotsenko és Fateev
munkáiból [DF85, DF84℄ expliite ismertek; a jelen dolgozatban sak ilyenekkel foglalkozom. A
hárompont satolások konkrét felírásától a kifejezések bonyolult volta miatt itt most eltekintek.
A fenti eljárás szimbolikus algebra szoftverek (Maple, Mathematia) segítségével teljes mér-
tékben automatizálható.














L¯−m′′1 . . . L¯−m′′l′′L−n′′1 . . . L−n′′k′′Φi3
)
(z, z¯) (B.18)
tetsz®leges lokális konform terek, amelyek a Φi1 , Φi2 , Φi3 terek leszármaztatottai. A feladat a
(B.8) operátorszorzat kifejtésben szerepl® Cabc operátorszorzat kifejtési együtthatók kifejezése a
primér terek közti Ci1i2i3hárompont satolással. Jelöljük az ezen operátorokhoz tartozó állapotokat
a következ®képpen:
|Ψa〉 = Oa(0)|0〉 , |Ψb〉 = Ob(0)|0〉 , |Ψc〉 = Oc(0)|0〉
ekkor B.1 alapján
Cabc = 〈Ψa|Ob(1)|Ψc〉
A bels® szorzat B.3 alatt ismertetett kiszámításához hasonlóan most is a Virasoro algebra tulaj-
donságait fogjuk felhasználni. El®ször megszabadulunk a bal oldali vektoron szerepl® L operá-
toroktól. Ha leválasztunk egy Virasoro generátort
|Ψa〉 = L−m|Ψ′a〉 , m ≥ 1








amit a kontúrt áthúzva a z = 1 és z = 0-ban található szingularitások köré, és a radiális rendezést














Az els® tagban a ζ−m−1 (nemnegatív kitev®s) függvényt ζ = 1 körül a binomiális tétel sze-









〈Ψa| (LkOb(1)) |Ψc〉+ 〈Ψa|Ob(1)|LmΨc〉
Az ebben szerepl® tagokat a skalárszorzat kiszámításánál ismertetett módon, a Virasoro algebra
kommutáiós reláiót használva kifejezhetjük újra a (B.18)-hoz hasonló alakú operátorok három-
pont függvényeinek kombináiójaként. Ezt ismételve, minden L generátort eltüntethetünk a bal
oldali vektorról. Az L¯ generátorokkal hasonlóképpen járhatunk el (ez a kés®bbiekben is így lesz,
ezért a releváns formulákat a továbbiakban sak az L generátorokra fogalmazzuk meg). Ennek
eredményeként a hárompont satolást kifejezhetjük
〈Φi1 |Ob′(1)|Ψc′〉
alakú mátrix elemekkel, ahol a bal oldali vektor már primér.
Ezután hasonló módon megszabadulhatunk a jobb oldali vektor L és L¯ generátoraitól, a
következ® típusú (az el®z® gondolatmenethez hasonlóan származtatott) azonosságot használva







ahol kihasználtuk, hogy a baloldali vektor már primér. A végtelen összegnek sak véges sok tagja
ad járulékot, mert LkB ≡ 0, ha k nagyobb B (baloldali) Virasoro leszármaztatási szintjénél.
Ezzel
〈Φi1|B(1)|Φi3〉
alakú mátrixelemekre jutunk, ahol most már sak a középs® operátorról kell letávolítani a Vira-
soro generátorokat. Az erre szolgáló reláió








Ett®l a jobb oldali vektoron ismét megjelennek az L generátorok. Valójában sak az L−1 lép
fel, mivel a jobb oldali vektor már primér, ezért Lk eltünteti, ha k > 0, ha pedig k = 0,
akkor egyszer¶en felveszi rajta a ∆i3 sajátértéket. Az L−1 generátorokat (B.19) segítségével
visszadobhatjuk középre.
A folyamat tehát véges sok lépésben véget ér, amennyiben gyelembe vesszük, hogy a középs®
vektorról azonban sak azokat az L−m generátorokat érdemes eltávolítani, amelyekre m ≥ 2.
Ugyanis a fenti formulák alkalmazásával látható, hogy
〈Φi1 | (L−1B) (1)|C〉 = −〈Φi1 |B(1)L−1|C〉
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Ennek következtében az L−1 generátorok egyszer¶en oda-vissza pattognának a középs® és a
jobb oldali mez® között. Ez nem más, mint az elmélet eltolás invarianiájának kifejezése a
hárompont satolások szintjén. L−1 (és hasonlóan L¯−1) ugyanis nem más, mint a z (illetve z¯)
változóban vett eltolás generátora. Ha a fentieket követve minden L−1 (valamint L¯−1) operátort
középre viszünk, akkor végeredményként a problémát
〈Φi1|Ln−1L¯m−1Φi2(1)|Φi3〉
alakú mátrixelemek kiszámítására redukáltuk. Azonban tudjuk, hogy az eltolás generátorának
hatása minden mez®re a következ® alakú:




(z, z¯) = ∂z¯B(z, z¯)
valamint (B.9)-ból (B.13) felhasználásával
〈Φi1 |Φi2(z, z¯)|Φi3〉 = const. · z∆i1−∆i2−∆i3 z¯∆¯i1−∆¯i2−∆¯i3
így
〈Φi1 |Ln−1L¯m−1Φi2(1)|Φi3〉 = (∆i1 −∆i2 −∆i3) . . . (∆i1 −∆i2 −∆i3 − n+ 1)
·(∆¯i1 − ∆¯i2 − ∆¯i3) . . . (∆¯i1 − ∆¯i2 − ∆¯i3 −m+ 1)
·〈Φi1 |Φi2(1)|Φi3〉
és mivel a primér hárompont satolás éppen
Ci1i2i3 = 〈Φi1|Φi2(1)|Φi3〉
ezzel a feladatot megoldottuk. A bels® szorzat B.3 alatt ismertetett kiszámításához hasonlóan a
hárompont satolásokat Dotsenko és Fateev munkáiból [DF85, DF84℄ vehetjük.
Ez az eljárás is teljes mértékben automatizálható megfelel® szimbolikus algebra szoftverek
(Maple, Mathematia) segítségével.
B.5. A szabad konform skalármez®
Ebben a függelékben a c = 1 entrális töltés¶ konform térelmélet, azaz a szabad konform ska-
lármez® olyan alapvet® összefüggéseit tárgyalom, amelyekre a tárgyalt eredmények ismertetésénél
szükség lesz.
B.5.1. Kompakt szabad bozon periodikus határfeltételekkel
Tekintsünk egy szabad, zérus tömeg¶ skalármez®t egy L méret¶ dobozban periodikus ha-
tárfeltételekkel (azaz egy L kerület¶ körön), ami egy r sugarú körön veszi fel az értékeit (azaz
kompakt); az r paramétert kompaktikáiós sugárnak nevezzük. Ez azt jelenti, hogy a mez®nek
ki kell elégítenie a következ® kváziperiodikus határfeltételt:
ϕ(L, t) ≡ ϕ(0, t) + 2πrm










A kanonikus kvantálás eredményeként el®álló kvantumos mez® módus kifejtése a következ®:
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M a savarodási operátor, aminek sajátértéke az m savarodási szám, a nem elt¶n® kommutá-
torok pedig
[ϕ0, π0] = i ; [ak, al] = kδk+l , [a¯k, a¯l] = kδk+l (B.21)



















Áttérve a τ = it euklidészi id®re és a ξ = τ − ix,ξ¯ = τ + ix komplex koordinátákat bevezetve,
a rendszert a ξ → z = e 2piL ξ leképezéssel átvihetjük a komplex síkra (2.2 ábra), ahol a mez®t
szétbonthatjuk holomorf és antiholomorf komponensekre:
ϕ(z, z¯) = φ(z) + φ¯(z¯)












a0 = π0 +
rM
2
, a¯0 = π0 − rM
2
, φ0 + φ¯0 = ϕ0
Hasznos bevezetni a duális mez®t a
ϕ˜(z, z¯) = φ(z)− φ¯(z¯)
összefüggéssel, amelynek nullmódusa
ϕ˜0 = φ0 − φ¯0
nem fordul el® az eredeti ϕ bozontérben, tehát az eredeti operátoralgebra kiterjesztésének te-
kinthet® (az összes többi módus kifejezhet® ϕ módusaival).
Ez a konform térelmélet a Virasoro algebra mellett invariáns az Uˆ(1) × Uˆ(1) áramalgebra
(Ka-Moody algebra) alatt, amit a
J(z) = i∂zφ(z) , J¯(z¯) = i∂z¯φ¯(z¯)
királis áramok generálnak. Ezek módusai éppen az an és a¯n operátorok, a két megmaradó U(1)
töltés operátora pedig az a0 és a¯0 nullmódus operátorokkal azonos.




z − w +O(1)
J¯(z¯)Φ(w, w¯) =
q¯ΦΦ(w, w¯)
z¯ − w¯ +O(1)
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alakban adott konform energia-impulzus tenzor generálja, ami alatt a Φ(z, z¯) a B.1 alatt de-
niált értelemben is primér tér, mégpedig ∆Φ =
q2Φ
2 , ∆¯Φ =
q¯2Φ
2 konform súlyokkal. A Virasoro












A fenti modellben az áramalgebrára nézve primér terek összességét a





ϕ˜(z,z¯) := : eiqφ(z)+iq¯φ¯(z¯) : (B.22)
vertex operátorok adják
1
, ahol q és q¯ nem más, mint az U(1) töltések sajátértékei. A továb-













A vertex operátorok operátorszorzat kifejtésének vezet® tagja









V(q+q′ ,q¯+q¯′)(w, w¯) + . . . (B.23)
A Hilbert-tér Fok modulokból épül fel, amelyek alapállapotai a vákuumból a következ®képpen
állítható el®:







Az ilyen állapotokra a következ®k teljesülnek:
π0|n,m〉 = n
r
|n,m〉 , M |n,m〉 = m|n,m〉
ak|n,m〉 = 0 = a¯k|n,m〉 , k > 0
(az áramalgebra nyelvén ezt úgy mondjuk, hogy az |n,m〉 állapot egy legmagasabb súlyú vektor).
Az els® összefüggés konzisztens azzal, hogy π0 nem más, mint a ϕ0-hoz kanonikusan konjugált
impulzus; a második ugyanilyen reláiót mutat ϕ˜0 és
Mr





ϕ0 |n,m〉 = |n+ n′,m〉 , eim
′r
2




Az Fn,m Fok modul, amelynek bázisát a
a−k1 . . . a−kr a¯−l1 . . . a¯−ls |n,m〉 (B.25)
vektorok alkotják, nem más, mint az áramalgebra egy (legmagasabb súlyú) irreduibilis ábrázo-






A kett®sponttal jelölt normálrendezést úgy kell érteni, hogy k ≥ 1 esetben a−k balra áll ak-tól, q pedig
ugyansak balra p-t®l.
2
Látható, hogy φ és φ˜ (és ezzel együtt az n mez®impulzus és az m savarodási szám) szerepe teljesen
felserélhet®, ha ezzel egyid®ben végrehajtjuk az r → 2/r helyettesítést. Ez a húrelméleti irodalomban ismert
T -dualitás legegyszer¶bb példája.
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Az operátor algebra lokalitása megszorítja az (n,m) kvantumszámok lehetséges spektrumát.
Amennyiben megengedünk nemtriviális (m 6= 0) savarodási számokat, akkor r generikus érté-
keinél sak két inekvivalens lehet®ség van [KM93℄:
S =
{
SB = {(n,m) : n,m ∈ Z}
SF =
{
(n,m) : n ∈ Z, m ∈ 2Z vagy n ∈ Z+ 12 , m ∈ 2Z+ 1
}
(B.27)
Mivel a V(n,m) operátor konform spinje
∆(n,m) − ∆¯(n,m) = nm
az SB algebra teljes mértékben bozonikus. Az SF algebrát az operátorszorzatra nézve a V± 1
2
,±1
fermionikus operátorok generálják, amelyek pontosan egy Dira spinor négy komponensét adják:
az n = ±12 a spinnek, az m = ±1 a részeske/antirészeske indexnek feleltethet® meg.
B.5.2. Konform invariáns határfeltételek
Ha a kompakt bozon egy L kerület¶ kör (periodikus határfeltétel) helyett egy intervallumon
deniált, akkor feltehetjük azt a kérdést: milyen határfeltételek ®rzik meg a modell áramalgebra
szimmetriáját. A konform szimmetria felhasználásával ezt a kérdést feltehetjük a komplex fels®
félsíkon is: a határfeltételek ekkor olyanok kell legyenek, hogy
L(z) = L¯(z¯) , J(z) = ΩJ¯(z¯) ;
teljesüljön a valós egyenesen (z = z¯) ahol Ω a (B.21) algebra automorzmusa[PZ00℄. A lehetséges
választások: Ω = 1 vagy Ω = −1 [RS99℄. Az els® esetben a ϕ mez® Neumann, a második esetben
Dirihlet határfeltételnek tesz eleget. A duális mez®re ez a kett® szerepet serél, azaz Ω = 1
tartozik a Dirihlet, míg Ω = −1 a Neumann határfeltételhez.
B.5.2.1. Neumann határfeltétel
A módusokra nézve az Ω = 1 határfeltétel az a¯n = an reláióhoz vezet:





(z−n + z¯−n) .
A valós Minkowski térid®be a következ® módon térhetünk vissza. A 0 ≤ x ≤ L, −∞ < t < ∞
sávon bevezetve a τ = it euklidészi id®t és a ξ = τ − ix komplex koordinátát, a ξ → z = e piL ξ
transzformáió a z változóban a fels® félsíkra képezi (8.1 ábra). Ennek segítségével kifejezhetjük
a skalármez®t a sávon:















Az x-függés világosan mutatja, hogy Neumann határfeltételek teljesülnek:
∂xϕ(0, t) = ∂xϕ(L, t) = 0 ; ∀t













Visszatérve a síkra, egyszer¶ számolással meggy®z®dhetünk arról, hogy a naív exponeniális
alakban deniált V(n,0)(z, z¯) operátorszorzatának vezet® tagja nem egyezik meg a (B.23) alatti
eredménnyel, és emellett nem is viselkedik primér térként az energia-impulzus tenzorral vett
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operátorszorzatát tekintve. Mivel azonban a vertex operátor ezen tulajdonságai teljes egészében
sak a lokális viselkedés függvénye, ezért amennyiben ténylegesen a V(n,0) vertex operátor peremes
megfelel®jét keressük, az operátor normálását megfelel®en módosítani kell (ami a normálrendezés
átdeniálásával lehetséges):
V(n,0)(z, z¯) = |z − z¯|q
2




Ezek az operátorok már primér terek, és konform súlyuk megegyezik a síkon felvett
q2
2 értékkel,
valamint operátorszorzatuk is pontosan megfelel a (B.23) alattinak.
A peremes konform térelméletben vannak a határon lokalizált mez®k is, és az elmélet álla-
pottere ezekkel hozható egy-egy értelm¶ kapsolatba. A jelen esetben ezek a peremes vertex
operátorok




Ezeken a konform szimmetriának az a része ábrázolódik, ami a peremet (a valós egyenest) önma-
gára képezi. Ez a síkon deniált kett®s Virasoro algebrával szemben a Virasoro algebra egyetlen




súlyú primér térként transzformálódik.
A duális mez® a peremen elt¶nik, és ennek megfelel®en a peremes Hilbert-térben ninsenek
savarodási számmal jellemezhet® szektorok. A teljes peremes állapottér a következ®képpen áll





FNn = span {a−k1 . . . a−kr |n〉}
|n〉 = Ψn(0)|0〉
További részletek tekintetében Reknagel és Shomerus munkájára [RS99℄ utalok.
B.5.2.2. Dirihlet határfeltétel
Az Ω = −1 határfeltétel eredményeképpen ϕ(z, z¯) a következ® alakot ölti:






A sávon fennálló határfeltételt itt is úgy lehet meghatározni, ha visszaképezzük a rendszert a
ξ → z = ei piL ξ leképezés inverzével. Ekkor












n(x−t) − e−i piLn(x+t)
)
(B.33)
ahol M = φL−φ02πr . Látható, hogy ϕ kielégíti a
ϕ(0, t) = φ0 ; ϕ(L, t) = φL ∀t
Dirihlet határfeltételeket, ahol φ0 és φL a mez® peremen felvett értékét megadó c-számok. A

















A vertex operátorokat ezúttal a következ®képpen kell átdeniálni:
V(n,0)(z, z¯) = |z − z¯|−q
2




Mivel ϕ a határon egy c-szám, a (B.31) alatti peremes vertex operátorok triviálisak. A Hilbert-tér
tehát egyetlen Fok modulból áll:
H = FDφ0,φL (B.36)
FDφ0,φL = span {a−k1 . . . a−kr |0〉φ0,φL}
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B.6. Vertex operátorok mátrixelemeinek számítása
B.6.1. Periodikus határfeltételek
Ahhoz, hogy a sonkolt konform állapottér módszerét a c = 1 konform térelmélet perturbá-
ióra alkalmazhassuk, (4.5) alapján a következ® mátrixelemekre van szükségünk:
〈Φ′|V(a,0)(1, 1)|Φ〉

















a szabad bozon (B.26) Hilbert-terének két bázisvektora, amiket most úgy paraméterezünk, hogy




k) betöltési számait, amelyek minden vektor
esetén sak véges sok oszillátorra különböznek nullától, így a fenti szorzatok végesek, NΦ és
NΨ pedig pozitív valós számok, amiket úgy választunk meg, hogy a vektorok normája egységnyi
























Látható, hogy minden mátrixelem számítása módusonként faktorizálódik. A normálási faktorok










ahol 〈. . . 〉 a módusonkénti átlagot jelöli. A vertek operátorok mátrixelemei pedig a következ®-
képpen írhatók:












































j! j′! (rk − j)! krk−jδrk−j,r′k−j′
formulákkal számítható. A minimálmodellek esetével szemben (ld. B.3 és B.4) a fenti képletek
egyszer¶en implementálhatók közvetlenül C nyelven, mindenféle szimbolikus algebra szoftver köz-
beiktatása nélkül, ami azonban szükséges is, mert a kell® pontosságot sak a minimálmodellekénél
jóval nagyobb dimenziószámú sonkolt állapottérrel lehet elérni.
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B.6.2. Vertex operátorok mátrixelemei a peremes esetben
Az alábbiakban megadjuk a sonkolt konform állapottér módszer alkalmazásához szükséges
mátrixelemek kiszámításának módszerét Neumann és Dirihlet határfeltétel esetére.
B.6.2.1. Neumann határfeltétel






















Ezúttal kétféle mátrixelemet kell kiszámolni. A sáv belsejében elhelyezked® (bulk) vertex ope-














a peremes vertex operátorok ellenben x = 0 vagy x = L pozíióban
C
(a)±


















































































































































j! j′! (rk − j)! krk−jδrk−j,r′k−j′
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A peremes vertex operátorok a sáv két szélén a következ® alakot öltik:

















(B.39) mátrixelemeinek kiszámítását nem részletezzük, a B.6.1 alatt leírt módszerek alkalmazá-
sával egyszer¶en adódnak.
B.6.2.2. Dirihlet határfeltétel

















































































































































































j! j′! (rk − j)! krk−jδrk−j,r′k−j′
az integrálok pedig (B.40)-hoz hasonlóan számolhatók.
C. Integrálható kvantumtérelméletek
C.1. Integrálható elméletek S mátrixa
C.1.1. Az egzakt S mátrix elmélet alapjai
Az egzakt S-mátrix elméletet (S matrix bootstrap) A. B. Zamolodhikov és Al. B. Za-
molodhikov fogalmazta meg [ZZ79℄. Egy kvantumtérelméletet akkor nevezünk integrálható-
nak, ha létezik végtelen sok, egymással kommutáló, egynél magasabb Lorentz spin¶ megmaradó
mennyiség, amelyek megmaradó lokális áramokból származtatott s¶r¶ség integráljaként állnak
el® (olyan mindig van, ami egyes spinnel rendelkezik, ez maga a szokásos energia és impulzus).
Ha egy általános szórásfolyamatot (C.1 (a) ábra)
Ak1(p1) + · · · +Akn(pn)→ Al1(q1) + · · ·+Alm(qm)
tekintünk, akkor a magasabb spin¶ megmaradó mennyiségek annyira megszorítják a folyamatot,
hogy
1. a részeskék száma nem változhat, m = n;
2. a bemen® és kimen® impulzusok halmaza megegyezik:
{p1, . . . , pn} = {q1, . . . , qm}
3. az el®z® pont következtében részeske típus váltó folyamatok sak akkor lehetségesek, ha
vannak azonos tömeg¶, de különböz® típusú részeskék, és ilyenkor egy adott részeske sak
vele megegyez® tömeg¶be alakulhat át;
4. a sokrészeske folyamat amplitúdója kétrészeske szórások egymásutánjaként állítható el®, az
S mátrixot tehát a kétrészeske amplitúdók összessége teljesen meghatározza.
A részeskék energiáját és impulzusát a (A.5)-nek megfelel®en a θ rapiditással paraméterezzük.
A Lorentz-invariania következtében a szórás amplitúdók sak a relatív rapiditásoktól függnek.
Amennyiben minden lehetséges tömegértékhez sak egy részeske típus tartozik, akkor a
kétrészeske amplitúdók mindegyike egy, a részeskék rapiditásától függ® komplex skalár. Az
Aa(θa) + Ab(θb) → Aa(θa) + Ab(θb) folyamat során nem történik más, mint hogy a részeskék
fázistolást szenvednek:
Sab (θa − θb) = eiδab(θa−θb)
Egy adott multipletthez tartozó, egymással tömegben degenerált részeskék szórása egy mátrix-
szal jellemezhet®. Legyen a két multiplett a B és C, ekkor az ABi(θ1) + ACj (θ2) → ABk(θ1) +
ACl(θ2) folyamatokat az i, j, k, l multiplett indexek tetsz®leges értékeire tekintve, az amplitúdók
a következ®képpen írhatók:
SBC (θ1 − θ2)klij
Ennek grakus reprezentáiója a C.1 (b) ábrán látható. Az analitikus S mátrix elmélet axiómái
a következ®k:
1. A kétrészeske S mátrix amplitúdók a komplex rapiditás paraméter meromorf függvényei a
0 ≤ ℑmθ ≤ π sávban. Minden ebben a sávban az imaginárius tengely mentén található
pólus zikai eredet¶, azaz vagy egy kötött állapothoz, vagy egy úgynevezett Coleman-Thun
diagramhoz tartozik [CT78℄, ami a négydimenziós térelméletekb®l ismert anomális küszöb
szingularitások kétdimenziós megfelel®je.
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1 n2 ...
m1 2 ...
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) A (C.1) reláió
C.1. ábra.




ijSCB (−θ)nmlk = δmi δnj (C.1)






ún. hermitikus analitiitási feltételt [Mir99℄ akkor SBC egyben egy unitér mátrix, azaz (valós














Ez minden unitér kvantumtérelméletben teljesül, de fordítva ez nem igaz: a kétrészeske S
mátrix lehet unitér anélkül, hogy a teljes sokrészeske S mátrix unitér lenne. Erre látunk












3. A kétrészeske S mátrixok eleget tesznek a keresztezési reláiónak:






ahol CB és CC a B és C multiplettre érvényes töltéstükrözési mátrixok.
4. Az S mátrixok eleget tesznek a faktorizáiós (Yang-Baxter) egyenletnek (C.2 ábra)
SCD (θ2 − θ3)j3k3j2k2 SBD (θ1 − θ3)
i3k2
i2k1
SBC (θ1 − θ2)i2j2i1j1 = (C.5)
SBC (θ1 − θ2)i3j3i2j2 SBD (θ1 − θ3)i2k3i1k2 SCD (θ2 − θ3)
j2k2
j1k1
amelyek azzal kapsolatosak, hogy minden háromrészeske folyamatot kétféleképpen is fel
lehet írni kétrészeske folyamatok egymásutánjaként, de ennek a két felírásnak meg kell
egyeznie. Itt az ismétl®d® indexekre összegzést kell érteni.
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C.2. ábra. A Yang-Baxter egyenlet
5. A kötött állapotok az ®ket alkotó részeskékhez hasonlóan részei az elmélet spektrumának
(nukleáris demokráia). A kötött állapotok S mátrixát az összetev®k S mátrixa egyértel-
m¶en meghatározza. Az ezt leíró fúziós (bootstrap) reláió felírásától most eltekintek, az
irodalomban (pl. a Zamolodhikov testvérek fentebb hivatkozott ikkében) megtalálható.









ahol most az egyszer¶ség kedvéért a C töltéskonjugálás mátrixok expliit kiírása helyett egysze-
r¶en felülvonással jelöltem az antirészeskét.
Egy integrálható relativisztikus kvantumtérelmélet S mátrixát akkor tekintjük ismertnek,
ha ismert egy részeske spektrum és a köztük lehetséges összes kétrészeske folyamat S mát-
rixelemeinek egy rendszere úgy, hogy a kétrészeske S mátrixok összes zikai sávban található
szingularitását a megadott részeske spektrum segítségével meg tudjuk magyarázni vagy kötött
állapotként, vagy pedig mint anomális küszöböt leíró (Coleman-Thun) diagram segítségével. A
teljes spektrum meghatározását a szakzsargon a bootstrap bezárása néven ismeri. Az egzakt S
mátrix program egy nagyon alapos, szinte minden részletre kiterjed® összefoglalása Mussardo ik-
kében olvasható [Mus92b℄. Az alábbiakban a jelen dolgozatban érintett és ismertnek feltételezett
egzakt S mátrixok felsorolására szorítkozom.
C.1.2. A skálázó Lee-Yang modell
A fejezet bevezet®jében említett skálázó Lee-Yang modell az M2,5 minimálmodell perturbá-
iója a Φ1,2 primér térrel:
ASLY = A2,5 + ig
∫
d2xΦ1,2(x)
A g satolási állandó normálását azzal rögzíthetjük, hogy a perturbáló tér konform kétpont
függvényére el®írjuk a
〈Φ1,2(x)Φ1,2(0)〉 = 1|x|4∆1,2
feltételt. A modell integrálható, spektruma egyetlen részeskét tartalmaz, amelynekm tömegével
a g satolási állandó a következ® kapsolatban áll:
g = (0.09704845636 . . . )m12/5
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az univerzális bulk energia konstans értéke





(ld. [YZ90℄) és a kétrészeske S mátrixa [CM89℄
S(θ) =
sinh θ + i sin 2π3
sinh θ − i sin 2π3
Ez a modell a kétdimenziós kvantumtérelméletek állatorvosi lova: egyszer¶sége miatt szinte
minden az irodalomban kifejlesztett módszer (pl. a TCSA, a termodinamikai Bethe Ansatz
vagy az ezen dolgozatban nem tárgyalt form-faktor módszer) ezen került kipróbálásra. A jelen
dolgozatban is el®fordul hasonló szerepkörben.
Az S mátrix pólusa a θ = 2π3 i pontban annak felel meg, hogy a részeske el®fordul mint
önmaga két példányának kötött állapota (ez az ún. φ3 tulajdonság, mivel szemléletesen ez az





S(θ) = ig , g = −2
√
3
Az analitikus S mátrix elméletb®l következik, hogy unitér elméletben (diagonális szórás esetén)
g > 0 kell legyen (értéke pontosan a tömeghéjon vett háromrészeske satolás abszolút értékének
négyzetével egyezik). A skálázó Lee-Yang modell azonban nem unitér, a Hilbert téren deniált
metrika indenit [CM89℄ (egészen pontosan az állapotok normája attól függ®en pozitív/negatív,
hogy páros vagy páratlan számú részeskét tartalmaznak).
C.1.3. A kritikus Ising modell mágneses perturbáiójának S mátrixa
A kritikus Ising modellt azM3,4 minimálmodell írja le, amelynek entrális töltése c = 1/2, és
megfogalmazható egy zérus nyugalmi tömeg¶ Majorana fermion térelméleteként. Az elméletben
az egységoperátor mellett két nemtriviális primér tér van:
ǫ : ∆ǫ = ∆¯ǫ =
1
2
σ : ∆σ = ∆¯σ =
1
16
Ez egyben azt jelenti, hogy modellnek két releváns perturbáiója van: az els® a h®mérsékletnek
(pontosabban a kritikus értékt®l való eltérésének), a második a küls® mágneses térnek felel meg;
itt ez utóbbit tárgyaljuk (a h®mérsékleti perturbáió egy szabad tömeges Majorana fermionnak
felel meg).
A hatás
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Ez a modell integrálható, S mátrixát a nevezetes E8 faktorizált szórás adja meg [Zam89℄. A
spektrum 8 részeskét tartalmaz (Ai, i = 1, . . . , 8) amelyeknek tömegarányait az
m2 = 2m1 cos
π
5
m3 = 2m1 cos
π
30
m4 = 2m2 cos
7π
30
m5 = 2m2 cos
2π
15
m6 = 2m2 cos
π
30
m7 = 2m4 cos
π
5
m8 = 2m5 cos
π
5
összefüggések adják meg. A tömegskála és a satolási állandó közötti reláió [Fat94℄ alapján




1 , κh = 0.06203236 . . . (C.8)













sinh θ + i sinπx
sinh θ − i sinπx (C.9)
ahonnan a többi kétrészeske S mátrix a bootstrap módszer segítségével meghatározható
[Zam89℄, részletes felsorolásukat ld. Mussardonál [Mus92b℄.
C.1.4. A sine-Gordon elmélet S mátrixa













A modell spektrum egy szoliton-antiszoliton dublettb®l és ennek kötött állapotaiként el®álló




a lélegz®k spektruma pedig folytonos, tömegük 0 és 2Mszoliton között bármilyen értéket felvehet.










ami egy (a mozgásegyenlett®l függetlenül) megmaradó mennyiség. A szoliton topologikus töltése
+1, az antiszolitoné −1, a lélegz®ké pedig 0.
C.1. Integrálható elméletek S mátrixa 181
A klasszikus elmélethez hasonlóan a kvantumelmélet is integrálható, és a szoliton dublett







Γ(2(l − 1)λ+ λθπ )Γ(2lλ+ 1 + λθπ )





















A lélegz®k spektruma a kvantumelméletben diszkrét. Ha λ < 1, akkor egyetlen lélegz® sins
jelen, ezt nevezzük a satolási állandó taszító tartományának. A λ > 1 vonzó tartományban a
következ® tömegekkel rendelkeznek:
Bn : mn = 2 sin
nπ
2λ
, n = 1, 2, · · · < λ (C.12)






















függvényeket. A Bn és Bm lélegz®k szórására
Sn,m(θ) = {n+m− 1}{n +m− 3} . . . {n−m+ 3}{n −m+ 1} (C.14)
adódik, ahol az általánosság megszorítása nélkül feltettük, hogy n ≥ m, míg egy szoliton (vagy
antiszoliton) és Bn szórásamplitúdója1
Sn(θ) = S+n+n(θ) = S
−n
−n(θ) = {n − 1 + λ}{n − 3 + λ} . . .
{
{1 + λ} , ha n páros
−√{λ} , ha n páratlan (C.15)
C.1.5. Kink S mátrixok
A szokásos részeskék mellett a kétdimenziós kvantumtérelméletekben a lokalizált gerjesz-
téseknek létezik egy másik fontos osztálya is. Tegyük fel, hogy az elmélet több (véges sok),
egymással degenerált vákuumot is megenged (pl. valamilyen diszkrét szimmetria spontán sér-
tése folytán). Ebben az esetben a konguráiók között vannak olyanok, amelyek több doménre
oszthatók, ahol egy domén belsejében a rendszer egy kiválasztott vákuum közelében van. A do-
méneket falak választják el, amelyek pontszer¶en lokalizáltak és véges energiával rendelkeznek,
Lorentz-transzformáiók alatt pedig mozgó, lokalizált, részeskeszer¶ gerjesztésként viselkednek.
Az ilyen doménfalakat kinkeknek nevezzük.
Egyszer¶en látható, hogy a szokásos részeskékkel ellentétben az ilyen kinkekb®l álló sokré-
szeske állapotokban speikus kiválasztási szabályok érvényesülnek abban a tekintetben, hogy
milyen kinkek kerülhetnek egymás mellé. Jelölje Kab azt a kinket, amely balról a, jobbról b vá-
kuum között visz át. Amennyiben a 6= b, az adott kink két különböz® vákuum között interpolál,
ami egyenérték¶ azzal, hogy nemtriviális topológiai töltést hordoz. Egy általános elméletben
a mez® konguráiók topológiai töltése a G/H faktoron veszi fel az értékét, ahol G az elmélet
diszkrét szimmetriasoportja, H pedig a vákuumok által sértetlenül hagyott alsoport. A Kab
kink topológiai töltése a G azon elemei által alkotott osztály, amelyek az a vákuumot a b-be
viszik át. A C.1.6 alatt látni fogjuk, hogy elképzelhet®ek semleges kinkek is, amelyekre a = b.
1
Vegyük észre, hogy {λ} egy teljes négyzet.
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Feltételezzük, hogy az összes kink tömege azonos, azaz egy multiplettet alkotnak (a több
multiplettre való általánosítás teljesen természetes módon megadható), valamint az egyszer¶ség
kedvéért egy a, b párhoz sak egy kink tartozik. A kink mozoghat, ezért a szimmetria kvantum-
számai mellett egy rapiditás paraméterrel is rendelkezik. Egy aszimptotikus sok-kink állapot
(amiben a kinkek egymástól nagyon távol vannak)
|Ka1a2(θ1)Ka2a3(θ2) . . . Kanan+1(θn)〉
alakú, ahol az A.2 alattiakhoz hasonlóan θ1 > θ2 > · · · > θn esetén bejöv® (in), míg θ1 < θ2 <
· · · < θn esetén kimen® (out) állapotról van szó. Az {a1, . . . , an+1} egy ún. vákuumszekvenia;
minden modellre jellemz®ek azok az ún. szomszédsági szabályok, amelyek megadják, hogy egy
ilyen szekveniában melyik két vákuum kerülhet egymás mellé (azaz melyik kett® között van
interpoláló kink). Egészen pontosan egy olyan részeske multiplettet nevezünk kink multiplett-
nek, amelyikb®l a sokrészeske állapotok nem az egyrészeske állapotok szabad kompozíiójával
képezhet®k (mint a szokásos Fok térben), hanem a fenti módon nemtriviális szomszédsági sza-
bályok szorítják meg a lehetséges állapotokat.
A doménfalak mozgás közben egymással találkozhatnak, és ekkor szóródnak egymáson. In-
tegrálható modellekben ilyenkor semmi más nem történik, mint hogy a két fal áthatol egymáson
és a köztük lév® vákuum típusa megváltozik, azaz a folyamat a
Kab(θ1) +Kbc(θ2) → Kad(θ2) +Kdc(θ1)













Scdab (θ1 − θ2) =
alakban reprezentálhatjuk. Az egzakt S mátrix-elmélet összes axiómája megfelel® módon átír-
ható kink gerjesztések esetére [KM92℄. A (C.1) helyett az S mátrix a∑
d
Scdab(θ)S (−θ)cead = δeb (C.16)
feltételnek kell eleget tegyen (C.16 ábra). Amennyiben a kétrészeske S mátrix ezenfelül teljesíti
a
Scdab(θ)
∗ = Scbad(−θ∗) (C.17)





∗ = δea (C.18)
fejez ki.
A töltéskonjugálás a Kab kinket a Kba kinkbe viszi át, egy cab töltéskonjugáiós faktor erejéig.




Sbcda(iπ − θ) (C.19)
míg a (C.5) Yang-Baxter egyenlet helyett∑
g
Sdefg(θ1 − θ2)Sgfab (θ1 − θ3)Sdgbc (θ2 − θ3) =
∑
g
Sefag (θ2 − θ3)Sdegc (θ1 − θ3)Scgab(θ1 − θ2) (C.20)







C.3. ábra. A (C.16) összefüggés grakus reprezentáiója










C.4. ábra. Kink faktorizáiós egyenlet
jelenti a faktorizáió konzisztenia feltételét (C.4 ábra).
A dolgozatban el®forduló, kink gerjesztéseket tartalmazó elméletek a minimálmodellek in-
tegrálható perturbáió (Φ1,3, Φ1,2/Φ2,1, illetve Φ1,5 operátorral), valamint a sine-Gordon modell
k > 1 hajtogatási számmal jellemzett verziói. Ezek közül a következ® alfejezetben példaként egy
olyan S mátrixot mutatok be, amelynek meghatározása saját eredményem.
C.1.6. A Virasoro minimálmodellek Φ1,5 perturbáiójának egzakt S mátrixa
Az Mp,q minimálmodell egyik lehetséges integrálható perturbáióját a Φ1,5 operátor adja,
ami azonban sak nemunitér elméletekben (|p− q| 6= 1) releváns. Ennek a modellsaládnak az
S mátrixát a modell kvantumsoport szimmetriáját felhasználva határoztam meg [Tak97a℄; a
ikkben szerepl® elírásokat kés®bb egy Watts-szal közös ikkünkben helyesbítettem [TW02℄.
A modell hatása
A = Ap,q − λ
∫
dtdxΦ1,5(t, x)
ahol Ap,q a konform térelmélet hatása. Az elmélet alapvet® gerjesztéseit egy kink multiplett írja
le, a megengedett vákuumok egy j (fél)egész számmal indexelhet®k:
j = 0, 1/2, . . . , jmax
ahol jmax = (p−2)/2. A {j1, . . . , jn} vákuumszekveniák akkor megengedettek, ha eleget tesznek
a
|jk+1 − jk| = 0 vagy 1
2
szomszédsági szabályoknak, amelyeket a (C.5) ábrán illusztráltam. Ha a két vákuum azonos, a
megfelel® kink semleges, ellenkez® esetben pedig topológiai töltést
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A többi amplitúdó semleges kinkeket is tartalmaz:
Saaaa =




















(q4 − 1)(y2 − 1)
q2y
S0(θ)








a = b± 12
α2 a = b
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amelyekben α1,2 tetsz®leges (konveniótól függ®) szorzófaktorok.
A teljes spektrum elvileg az S mátrix szingularitásainak analízisével kapható meg, de a mai
napig sak a (p, q) értékek egy bizonyos tartományában ismert, általánosságban a probléma
nem megoldott. Azt azonban tudjuk, hogy a gerjesztett állapotok spektruma további, magasabb
tömeg¶ kink multipletteket, illetve skalár lélegz®ket tartalmazhat. A magasabb kink multiplettek
S mátrixai sak egy y → ηy helyettesítéssel, illetve az S0(θ) skalárfaktor értékében különböznek
(C.21,C.23)-t®l, ahol η = ±1,±i lehet.
C.2. Reexiós faktorok peremes integrálható modellekben
C.2.1. Az egzakt R mátrix elmélet alapjai
Tekintsünk egy kvantumtérelméletet a∞ < x <≤ 0 félegyenesen, ahol x = 0-ban a mez®k va-
lamilyen határfeltételnek tesznek eleget. Távol a peremt®l a zikai viselkedés lényegében azonos a
perem nélküli elméletével. Az aszimptotikus állapotok a A.2 alatti jelölésekkel a következ®képpen
adhatók meg:
|Aa1(p1) . . . Aan(pn)〉αin = |θ1, . . . , θn〉αa1...an , θ1 > · · · > θn > 0
A bemen® állapotban minden részeske rapiditása pozitív, hiszen a részeskék a végtelen távoli
múltban mind a perem felé haladnak. A kimeneti állapotban hasonlóképpen:
|Aa′1(p′1) . . . Aa′m(p′m)〉
β
out = |θ′1, . . . , θ′m〉α′a′1...a′m , θ′1 < · · · < θ′m < 0
az összes részeske már visszaver®dött a falról és a peremt®l távolodik. Az α és α′ indexek a
perem állapotát adják meg; látni fogjuk, hogy a peremnek is lehetnek gerjesztései, illetve ezek
tartozhatnak adott szimmetria alatt transzformálódó multiplettekbe is.
Amennyiben a perem nélküli elmélet integrálható, kereshetünk olyan határfeltételeket, hogy
a magasabb spin¶ megmaradó mennyiségek egy része továbbra is megmaradjon. Nem minden
mennyiségre lehetséges ez: pl. maga az impulzus megmaradása is sérül az eltolásinvariania
miatt, azonban Ghoshal és A. B. Zamolodhikov számos példát talált olyan határfeltételekre,
amelyek a perem nélkül megmaradó mennyiségek felét megtartják. Ebben az esetben a perem-
feltételt integrálhatónak nevezzük, és a C.1.1 alatti egzakt S mátrix elmélethez nagyon hasonló
módon egy faktorizált szóráselmélet építhet® fel, a következ® tulajdonságokkal:
1. a részeskék száma egy folyamatban nem változhat, m = n
2. a bemen® és kimen® rapiditások halmaza el®jelt®l eltekintve megegyezik:
{θ1, . . . , θn} =
{−θ′1, . . . ,−θ′m}
3. részeske típus váltó folyamatok sak akkor lehetségesek, ha vannak azonos tömeg¶, de kü-
lönböz® típusú részeskék, és ilyenkor egy adott részeske sak vele megegyez® tömeg¶be
alakulhat át. A perem bemeneti és kimeneti állapotának energiája megegyezik: Eα = Eβ.
4. a sokrészeske folyamat amplitúdója kétrészeske szórások és a peremen történ® egyrészeske
reexiók egymásutánjaként állítható el®, az átmeneti amplitúdókat tehát a (peremt®l füg-
getlen) kétrészeske S mátrix amplitúdók és a (peremfeltételt®l függ®) egyrészeske reexiós
faktorok összessége teljesen meghatározza.
Az egyrészeske reexiós faktort a
|θ〉αa = Rα′a′αa (θ)| − θ〉α′a′
összefüggés deniálja.
Az analitikus R mátrix elmélet axiómái a következ®k:
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1. Az egyrészeske reexiós faktor a komplex rapiditás paraméter meromorf függvényei a 0 ≤
ℑmθ ≤ π/2 sávban. Minden ebben a sávban az imaginárius tengely mentén található pólus
zikai eredet¶, azaz vagy egy gerjesztett peremállapothoz, vagy egy úgynevezett peremes
Coleman-Thun diagramhoz tartozik [DTW99, BBT04℄.
































3. Az egyrészeske reexiós faktorok eleget tesznek a keresztezett unitaritásnak. Ennek felírá-











mennyiségeket, ahol C a részeskék, C˜ a perem állapotainak viselkedését írja le töltéskonju-

















(θ1 − θ2) = (C.28)
Sa4b4a3b3 (θ1 − θ2)Rα3b3α2b2(θ2)Sb2a3b1a2 (θ2 + θ1)Rα2a2α1a1(θ1)
ahol az ismétl®d® indexekre összegzést értünk.
5. A perem gerjesztett állapotai részei az elmélet spektrumának, az ilyen állapoton való ree-
xiós faktorok egy fúziós (bootstrap) reláió segítségével a kétrészeske S mátrixokkal és az
alapállapoti reexiós faktorral kifejezhet®k, a részleteket ld. [GZ94℄.
6. Ha valamely részeske két másik kötött állapotaként áll el®, akkor reexiós faktorai megkap-
hatók a konstituensek reexiós faktorai és S mátrix amplitúdói ismeretében [Gho94℄.
A fentiek a C.1.5 alatt leírtakkal analóg módon általánosíthatók kink multiplettekre is, de ennek
tárgyalásától itt most eltekintek, a peremes szuperszimmetrikus sine-Gordon modellr®l Bajnok
Zoltánnal és Palla Lászlóval közösen írott munkánkban [BPT02b℄ a részletek megtalálhatók.
C.2.2. A peremes sine-Gordon elmélet reexiós faktorai
Az alábbiakban a perem nélküli (bulk) sine-Gordon elmélet jellemz® mennyiségeire a C.1.4
alatt bevezetett jelöléseket használjuk. A legáltalánosabb olyan integrálható modell, amely a
sine-Gordon modellb®l egy peremre lokalizált poteniál hozzáadásával kapható meg, Ghoshal és




















(Φ(t, x = 0)− Φ0)
}
(C.29)
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(a Dirihlet határfeltétel az M0 → ∞ határesetnek felel meg).
A peremes Yang-Baxter egyenletet, unitaritást és keresztezett unitaritást, valamint a mini-
mális analitikus szerkezet követelményét kielégít® legáltalánosabb megoldást a szoliton dublett
reexiós faktorára szintén Ghoshal és Zamolodhikov határozta meg [GZ94℄:
R(η, ϑ, θ) =
(
Rss(η, ϑ, θ) R
s¯
s(η, ϑ, θ)






P+(η, ϑ, θ) Q(η, ϑ, θ)




P+0 (η, ϑ, θ) Q0(θ)
Q0(θ) P
−







P±0 (η, ϑ, θ) = cosh(λθ) cos(η) cosh(ϑ)± i sinh(λθ) sin(η) sinh(ϑ)
Q(θ) = i sinh(λθ) cosh(λθ) (C.30)





Γ(4lλ+ i2λθπ )Γ(4λ(l − 1) + 1 + i2λθπ )












π + (2l − 1)λ+ iλθπ )Γ(12 − xπ + (2l − 1)λ+ iλθπ )
Γ(12 − xπ + (2l − 2)λ+ iλθπ )Γ(12 + xπ + 2lλ+ iλθπ )
/(θ → −θ)
]
A sine-Gordon modell peremes alapállapota (valamint minden kés®bb tárgyalandó gerjesztett
peremállapot is) szinglett, ezért nins hozzájuk rendelt multiplett index. A reexióban a topo-
logikus töltés kett®vel változhat, vagyis a szoliton szám paritása megmarad.
A lélegz®k reexiós faktorai ennek ismeretében már egyértelm¶en meghatározhatók [Gho94℄:
R(n)(η, ϑ, θ) = R
(n)










































(a jelöléseket ld. (C.13)-ben).
A gerjesztett peremes állapotok spektrumát Bajnok Zoltánnal, Palla Lászlóval és Tóth Gábor
Zsolttal együttm¶ködésben határoztuk meg [BPTT02℄, Mattsson és Dorey Dirihlet peremfel-
tételekre vonatkozó eredményeit általánosítva [MD00℄. A spektrum egész számok sorozataival
paraméterezhet®: az
|n1, n2, . . . , nk〉
állapot akkor létezik, ha teljesül a
π
2
≥ νn1 > wn2 > · · · ≥ 0
feltétel, ahol νn =
η









Megjegyzem, hogy a peremes alapállapotot |〉-vel jelöljük; a |0〉 már a ν0 pólusnál keltett (els®)
gerjesztett állapotot jelöli.
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A reexiós faktorok k paritásától függnek. Ha k páros, akkor a szoliton dublett amplitúdói


























; η¯ = π(λ+ 1)− η
(ismételten (C.13) jelöléseit alkalmazva).
A lélegz®k reexiós faktoraira
R
(n)



















+ λ− n− 2(k + 1− l)
}
Páratlan k-ra a fenti formulákban fel kell serélni a szolitont és az antiszolitont (s↔ s¯), valamint
az
η → π(λ+ 1)− η
helyettesítést kell elvégezni.
Az R mátrix paramétereit a kvantumtérelmélet satolásainak függvényében Al. B. Zamolod-
hikov határozta meg [Zam99℄. A satolási állandókat a perturbált konform térelméleti leírásban
deniáljuk, azaz a (C.29)-nak megfelel® peremes kvantumtérelméletet egy Neumann határfel-
tételeknek eleget tev® c = 1 szabad bozon kett®s (bulk és peremes) perturbáiójaként adjuk
meg:


















































































és a perturbáló operátorok V(2k,0) + V(−2k,0), illetve e
−βΦ0/2Ψk + eβΦ0/2Ψ−k.
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Zamolodhikov a perem energiáját is meghatározta:





























Ezen reláiók levezetése [BPT02a℄-ban található.
A Φ(x, t) = Φ0 Dirihlet peremfeltétel esetén a hatás alakja


















kapsolatban áll a β paraméterrel. A reexiós faktorokban a Dirihlet határfeltétel a ϑ → ∞
határesetnek felel meg, és a fennmaradó paraméter az




kapsolatban áll a mez®nek a peremen felvett értékével [GZ94℄, a peremes energiajárulék pedig
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